RESOLUCION
DE PROBLEMAS
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1. UN PROBLEMA MUY ANTIGUO

Los precios de un toro, un cordero y un pollo son 25 pra, 5 P1A y 0,25 PTA, res-
pectivamente. Se compran 500 animales por 500 PrA.

¢Cuantos se han comprado de cada especie?
e Llamamos:
n.° de pollos — x
n.° de corderos — y
n.° de toros — z
Tenemos que:
— Se compran 500 animales — x+y+z=500 — x=500-y—z
— Cuestan 500 prA — 0,25x + 5y + 252 = 500 — x + 20y + 100z = 2000
Sustituimos x en la 2.* ecuacion:
500 -y —z+ 20y + 100z =2000 — 19y +99z=1500 — 19y = 1500 -99z

e Como x, y, z son numeros enteros, 1500 — 99z ha de ser multiplo de 19. Hagamos
una tabla con todas las posibilidades:

| I | N N N N N N
[ 1500 — 99z ] [1500] [1 401] [1 302] [1 203] [1 104] [1 005 [ 906 | [ 807 |

(a0 el

T = s w]fu]f2]B][4][15]
| 1500 - 992 |[ 708 ][ 609 [ 510 | 411 ]| 312] [213][124] [ 15 |

| st |[no[nof[no]|wo|[no|[wo|f e |[no]

El tnico multiplo de 19 es 114 = 19 - 6, que corresponde a
z=14 — py=6 — x=500-06-14=480

Por tanto, se han comprado 480 pollos, 6 corderos y 14 toros.

Resolucién de problemas




2. UN NOMERO MUY INTERESANTE

El matematico Hardy visité en el hospital al matematico indio Ramanujan. Le
comento: “He venido en el taxi 1729, un nimero muy soso”. “De ninguna ma-
nera” —contestéo Ramanujan—. “Es un nimero muy interesante: es el menor
que se puede expresar como suma de dos cubos de dos maneras diferentes”.
Demuéstralo.

La raiz cibica de 1729 es Y1729 = 12,0023...

Por tanto, al expresar 1729 como suma de dos cubos, solo pueden intervenir los
cubos de 1 a 12.

=1 Advertimos que 123 + 13 = 1729.

22=38

3% =27 ¢Cuiles son los otros dos cubos que, sumados, dan el nimero busca-

45 = 64 do? Observando, vemos que 93 + 103 = 1729.

53 =125

63 =216 Ya hemos comprobado que 1729 se puede expresar como suma de

73 = 343 dos cubos naturales de dos formas distintas.

8 =512

93 = 729 Para ver que es el menor nimero que cumple esta propiedad, tantea-
103 = 1000 mos con los cubos del 1 al 11 y comprobamos que no se puede ob-
113 = 1331 tener el mismo nimero mediante dos sumas distintas.
123 = 1728

3. DiAs DEL ANO

Demuestra que el nimero 365 es el inico que es suma de los cuadrados de tres
nimeros consecutivos y, también, suma de los cuadrados de los dos siguientes.

Empezamos tanteando:
La mitad del nimero es 182,5. Su raiz cuadrada es V1825 = 13,5...

Por tanto, suponemos que los dos nimeros consecutivos cuya suma de cuadrados es
365 son 13 y 14. Lo comprobamos: 132 + 142 = 365.

Pues bien, los tres anteriores, 10, 11 y 12, cumplen que la suma de sus cuadrados es,
también, 365:

102 + 112 + 122 = 365

¢Es 365 el tinico que cumple esto? Si nos vamos hacia atras, 92 + 10% + 112 < 122 + 132
y cuanto mds hacia atrds nos vayamos, mas pequenos son los cuadrados de los tres
menores en comparacion con los cuadrados de los dos siguientes.

Y, al revés, si nos vamos hacia adelante,
112 + 122 + 132 > 142 + 152

y cuanto mayores los tomemos, mayor ventaja sacan los cuadrados de los tres meno-
res a los de los dos mayores.

Por tanto, 365 es el Gnico.

Resolucién de problemas
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Otra resolucion
El problema se resuelve muy ficilmente por dlgebra:

nt+m+12+m+2)2=m+3)2+n+ 47?2

=2
Operando y simplificando se llega a 72 — 81 —20 = 0 < 10
n=

Solucion: 102 + 112 + 122 = 132 + 142

Otra solucion: (=2)? + (=1)? + 0% = 12 + 22 = 5, evidentemente.

Si no nos gusta esta otra solucion (“el 5 es, también, un nimero que se puede obtener
sumando los cuadrados de tres nimeros consecutivos o bien los cuadrados de los dos
siguientes”), en el enunciado deberiamos poner “...tres nimeros naturales consecuti-

»

VOS...".
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4., EMPAQUETANDO LAPICES

Disponemos de un nimero de lipices comprendido entre 300 y 400, y de un
cierto nimero de cajas. En cada caja caben 7 lapices.

En un cierto momento hemos llenado las 5/6 partes de las cajas con las 3/5 partes
de los lapices.

¢Cuantas cajas mas necesitamos para que se puedan guardar todos los lapices?

CAJAS LLENAS = 15k 3k
— — v
H } + } } ’
Y Y
10 - 7 - k LAPICES 15 - 7 - k LAPICES

El nimero de lapiceses 157 k+ 10 -7 - k= 175k en total.

Como sabemos que esta comprendido entre 300 y 400, habra 175 - 2 = 350 lapices.
Asi, k=2.

Grupos de 7 lapices que quedan sin empaquetar: 10k = 20

Cajas que quedan vacias: 3k =06

Por tanto, 20 — 6 = 14 cajas que faltan.

Resolucién de problemas




5. CUADRILLA DE SEGADORES

Una cuadrilla de segadores ha de segar dos prados. Uno tiene doble superficie
que el otro.

Durante medio dia trabajan todos en el grande. El resto del dia trabaja la mitad
en el grande y la otra mitad en el pequeiio. Al dia siguiente, lo que quedaba del
prado pequefio lo segé un unico trabajador en jornada completa.

¢Cuantos segadores tiene la cuadrilla?

Observando el esquema, deducimos que 1 tra-
bajador siega 1/9 del total en una jornada.

Es decir, 1/18 del total en media jornada.

PRIMER PRADO SEGUNDO PRADO

Asi, deducimos que, en total, son 8 segadores (pues la 1.* manana segaron entre todos

8
—; es decir — del total).

9 18
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6. GOLEADA

¢De cuantas formas se puede llegar al resultado 5-0? ;De cuantas al resultado
4-1? Por tanto, ¢;de cuantas a 5-1?

Al resultado 5-0 se podra llegar de 1 forma. Al 4-1, de 5 formas. Por tanto, al 5-1 de
1+ 5 =6 formas.

7 . CAMINO DEL EMPATE

Si ademas de saber que el partido terminé 4-4, sabemos que pasé por 3-1, ;de
cuantas formas pudo evolucionar el resultado?

El esquema ahora serfa asi:

tintas.

3-1
El resultado pudo evolucionar de 16 formas dis- /@\
4-1 3-2

@\ /@\

OGO
B O
4-4

Resolucién de problemas



UNIDAD | O

Pagina 13 M
A A
8. MUCHAS MATES T T T
’ E E E E
¢De cuantas formas se puede formar la pala- S : S - S B S - s
bra mMaTES uniendo letras contiguas en la figu-
T T T
ra de la derecha?
A A
M

Consideramos la mitad de la figura.

Veamos de cudntas formas se puede llegar a la S, formando la palabra MaTES. Los
nimeros puestos al lado de cada letra indican las formas de llegar a ella.

/\
/\/\
/\/\/\
/\/\/\/\

Sumamos las posibilidades:
1+4+6+4+1=16 formas
Multiplicamos por 2 para considerar la otra mitad de la figura.

Por tanto, hay 32 maneras de formar la palabra MATEs en la figura dada.

9. 1LEGAR A UN 8-0
En un partido de baloncesto se va por el resultado 8-0. Si sabemos que no se ha
marcado ningun triple, ;de cuantas formas se ha podido llegar a ese resultado?

(Comprueba que son 34).

@ Baloncesto: solo canastas de 1y 2.

T T o T o T oo . ow o . ow
O-0—0-0—2-0—G-0—U-0—6-0—06G-0—T-0—B8-0

O] @ ® ® ® ®) @

El nimero de formas que nos lleva a cada resultado se obtiene sumando los dos an-
teriores.

Resolucién de problemas




10. soLo cON cANASTAS DE 1 Y 2

Averigua de cuantas formas se puede llegar al resultado 4-4 en un partido de
baloncesto sin triples. (Por asombroso que parezca hay 556 formas. Com-
pruébalo).

Hacemos un diagrama en el que aparezcan las distintas posibilidades de llegar a
cada resultado:

0-0
1
1-0 0-1
1 1
2-0 1-1 0-2
2 2 2
3-0 2-1 1-2 0-3
3 5 5 3
4-0 3-1 2-2 1-3 0—4
5 10 14 10 5
5-0 4-1 3-2 2-3 1-4 0-5
8 20 32 32 20 8
5-1 3-3 0-6
38 84 13
6-1 5-2 2-5
71 149 149
8-0 7-1 6-2 5-3 4-4 3-5 2-06 1-7 0-8
34 130 304 478 556 478 304 130 34

Observa que cada resultado del diagrama lo obtenemos sumando los dos que tiene
encima hacia la derecha con los dos que tiene encima hacia la izquierda.

Vemos que al resultado 4-4, sin triples, se puede llegar de 556 formas.

Resolucién de problemas
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11. coN cANASTASDE1,2Y 3

Comprueba que, si en un partido de baloncesto se ha llegado en un cierto
momento al resultado 4-4, esto ha podido ser de 784 formas distintas (te-
niendo en cuenta que se han podido marcar canastas de 1, 2 y 3 puntos).

Hacemos un diagrama en el que aparezcan las distintas posibilidades de llegar a
cada resultado:

-3 1
06
2-5 1-06 0-7
11 209 118 44
8-0 7-1 - 5-3 4-4 3-5 2-6 1-7 0-8
81 244 477 698 784 698 477 244 81
Observa que cada resultado del diagrama lo obtenemos sumando los tres que tiene

encima hacia la derecha con los tres que tiene encima hacia la izquierda. Asi, vemos
que al resultado 4-4 se ha podido llegar de 784 formas.

Pagina 14
12. ESCALERA MECANICA 2

En una cierta escalera mecanica, la velocidad de subida de Andrea es 10 ve-
ces la de su hermanita pequeiia, Marta. Andrea llega arriba subiendo 40 esca-
lones. Marta llega arriba subiendo 10 escalones. ;Cuantos escalones visibles
tiene ese tramo de escalera?

Velocidad de Andrea, 10a

Velocidad de Marta, a n—40
Velocidad de la escalera, b I
ANDREA - ESCALERA:
40  n—40 . b n-40
10a b a 4 10
MARTA - ESCALERA: 10
0 _n-10 _ b _n-10
a b a 1 0 ANDREA MARTA

n—-40 n-10
4 10

— 51 -200=21n-20 - 3n =180 — n =00

La escalera tiene 60 escalones visibles.

Resolucién de problemas
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13.

14.

ESCALERA MECANICA 4

Leticia tarda 10 s en bajar 50 escalones y completar, asi, un tramo de escalera
mecanica. Eva, mas pausada, tarda 20 s y baja 30 escalones en el mismo tramo.

¢Cuantos escalones tiene ese tramo de escalera? ;Cuanto tardaria cada una de
ellas en bajarla si estuviera estropeado el mecanismo?

Llamamos v a la velocidad (en escalones por segundo) del mecanismo de la escalera.

LETICIA: 50 esc en 10 s — n.° de escalones visibles = 50 + 10v
EVA: 30 esc en 20 s — n.° de escalones visibles = 30 + 20v

50+ 100 =30 + 200 — 100 =20 — v =2 esc/s

N.° de escalones visibles = 50 + 10 - 2 = 70

50 TARDA EN BAJAR 70
Velocidad de 1ET1C1A = — = 5 es¢/s ———— > — = 14 segundos
10 70 ESCALONES 5

30 TARDA EN BAJAR 70
Velocidad de EvA = — = 1,5 esc/s = 46,7 segundos
20 70 ESCALONES 1,5

ESCALERAS DE SUBIDA Y BAJADA

Mario sube por la escalera mecanica de subida recorriendo un total de 60 es-
calones. Pero si sube por la de bajada (!) recorre 120 escalones. ;Cuantos es-
calones visibles tienen esos tramos?

(Se supone que ambos tramos tienen la misma longitud y que sus velocida-
des son iguales).

ESCALERA sube
n — 60 esc.

Velocidad de Mario, a

HAY MARIO sube Velocidad de la escalera, b
60 esc.

. 60 _ n-060 :>2_n—60
’ a b a 60
120 120 —-n b 120 = n
—_— :> _— = —
a b a 120
n—060 120-n
ESCALERA baja MARIO sube 50 = 120 - 2(n—-060) =

120 — n esc. 120 esc.

=120-n = 3n =120+ 120 = n =80

La escalera tiene 80 escalones visibles.

Resolucién de problemas
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15. UN sISTEMA

3 5 _

-2 +1
Resuelve el sistema: { > 5 Y 2

+ =12
x-2 y+1
. . 1
Hacemos un cambio de variable llamando: =X, =Y
X =2 y+1

Resolvemos el sistema que obtenemos:

3X-5Y=1 X=2
5X+2Y=12 Y=1
Deshacemos el cambio:

1
xX—2

=2 = 1=2x-4 — 5=2x — x=%

y+1=1 - 1l=y+1 — y=0

Solucion: x = %, y=0

16. UNA ECUACION
Resuelve la siguiente ecuacion, haciendo un cambio de variable adecuado:
(x2-2x+1)2-2(x-1)?%-15=0
La ecuacion la expresamos ast:
[(x— D2~ 2(x-12-15=0
Hacemos el cambio de variable z = (x— 1)2 y obtenemos:
z2-22-15=0 - z,=-3, z,=5
Deshacemos el cambio:
z,=-3 — (x —D?=-3. Imposible
z,=5 - &-1D*=5 — x—1=+5 — x1=1+\/§, x2=1—\/§

Soluciones: x; =1+ \/E; x,=1- \/3

Resolucién de problemas
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17. Deduce, paso a paso, justificadamente, una formula para despejar x en las
ecuaciones del tipo x*—mx + n=0.

2

x‘—mx+mn=0
U
4x? —4mx +4n =0
U
2x)%2-2-2x-m+ m?>—m?+4n=0
U
Qx—m)?=m?—4n
U
2x—m=im
U
oo Mt m? —4n
2

18. Demuestra que si x; y x, son las dos raices de la ecuacion ax?+ bx + ¢ =0,
entonces x, + x,=-b/ay x,*x,=c/a.

Las dos raices de la ecuacion ax? + bx + ¢ =0 son:

—b+ b2 -4ac _ —b—-\b?—4ac

1 2a » % 2a
v b b —dac b -Nb?—dac _-2b _ b
1 2 2a 2a 2a a
b+ \b%*—4ac -b-\Nb*>—4ac _
XX T 2a . 2a N
_ bz—(\lbz—4ac)2 _ b*—(V*—4ac) _ 4ac _ c
Qa)? 4a? 4a®> a

19. Demuestra que n3—n es miltiplo de 6.
mw-n=nm?*-D=nn-Dn+1D=n-Dnln+1)

Es el producto de tres nimeros enteros consecutivos. Alguno de ellos es multiplo de
3, y alguno de ellos es multiplo de 2. Por tanto, el producto es multiplo de 0.

Resolucién de problemas
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demuestra

20. Si x es la media aritmética de n» nmimeros x,, X,, X35 eees X
que:

n’

Z(x; - x)? ~ Ix}

n n

~ Z(x; — X)? ~ I(xf - 2,8 + X2) ~

n n

Ix}  X2xx) XxX? Zx} -2XXx; ZIX?
Lo+ + = Lo+ +
n n n n n n

Observamos que:
RE x, Z X,

1
n_kn

=kXx

X k = nk, pues es el resultado de sumar 7 veces el nimero k.

T} nx? Eux?
= —x2

Por tanto: A = —-2XXx +
n n

21. Demuestra que las tres medianas de un triangulo se cortan en un punto.

La mediana m, corta a m, en un punto
P tal que PB=2PB’

La mediana m_ cortaa m, en un punto
Q tal que OB =20B’

Por tanto, P y Q son el mismo punto.

Es decir, las tres medianas se cortan en un punto.

22. Demuestra que la suma de los angulos de un triangulo es 180°.
Trazamos una recta que pasa por C y es paralela a AB.
A
1 = B por ser angulos alternos internos (la recta CB corta a un par de paralelas).
AA
3 = A por ser angulos alternos internos (la recta AC corta a un par de paralelas).
AAA
1 +2 + 3 = 180° evidentemente.

AAA
Por tanto, B+ C + A = 180°

Resolucién de problemas 11




23. Demuestra que un angulo inscrito en una semicircunferencia es, necesaria-
mente, recto.

Los triangulos AOB y BOC son isosceles, pues cada
uno de ellos tiene dos lados iguales a un radio de la cir-
cunferencia. Cada uno de ellos tiene un par de dngulos
iguales.

A
Observamos que el angulo B del triangulo ABC mide
o + B, lo mismo que la suma de los otros dos. Como

AN
entre los tres suman 180°, B = 90°.

24, Demuestra que la suma de los angulos de un poligono de n lados es
180°(n — 2).

Es asi, pues un poligono de 7 lados se puede descomponer
en n — 2 tridngulos, la suma de cuyos dngulos coincide con
la suma de los angulos del poligono.

60°
25. Demuestra que cada angulo de un n-agono regular es 180° — 3 s

Si un poligono es regular, cada angulo mide:

— . o . o __ o 600
(n-2)-180° _ n-180°-360° ., 3
n n

Pagina 19

26. Demuestra las siguientes desigualdades:
) m2/(1 + mH <1/2
b)(m? + 3)/\Nm? +2 >2
a) Si m = 0, la desigualdad se cumple, evidentemente.

Si m #0, podemos invertir en los dos miembros, cambiando el sentido de la de-

sigualdad:
2 1 1+ mt 1+ mt
<o, mE0 & — 22 & — 220 &
1+m 2 m m
o _ o2 2y2 _ 9,2
1m22m20<:>(m) 22m+120<:>
m m
2_1)2
=D 5
m2

La dltima desigualdad es cierta (un cociente de cuadrados es nulo si lo es el nu-
merador, o es positivo). Por tanto, es cierta la primera desigualdad, pues son equi-
valentes.

12 Resolucién de problemas
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b) Puesto que tanto numerador como denominador son positivos, podemos elevar al
cuadrado sin que se produzcan alteraciones:

2 4 m* + 6m? + m* + 6m? +
m2+ 2 m2+ 2 m2+ 2
m*+ 6m?+9—4m? -8 m*+2m? + 1
>0 & —mm >0 &
m2+ 2 m2+ 2
(m2+1)2

> 0, lo cual es evidente.
m2+ 2

Por tanto, se cumple la primera desigualdad.
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27. Demuestra que \/3 es irracional.

La demostracion es absolutamente similar a la de \/E

28. Tres de los angulos de un cuadrilitero miden 30°, 130° y 140°. Demuestra
que no se puede inscribir en una circunferencia.

\ 0
B L OJI80° — o
@ Ten en cuenta que los dngulos de un cuadrildtero suman
360° y que si un cuadrildtero estd inscrito en una circunfe-
rencia, sus dngulos opuestos son suplementarios.

Supongamos que el cuadrilitero descrito si se pudiera inscribir en una circunferen-
cia. En tal caso, cada dos dngulos opuestos sumarian 180°.

Pero los cuatro dngulos de este cuadrildtero, que miden 30°, 130°, 140° y 60°, no se
pueden emparejar de modo que cada dos sumen 180°.

Por tanto, este cuadrilatero no se puede inscribir en una circunferencia.

Pagina 21

29. Demuestra que n3 — n es miiltiplo de 6 para cualquier valor natural de n.

Ya se ha demostrado en el ejercicio 19. Ahora, lo haremos aplicando el método de
induccion.

DPara n=1 — 13-1=0=6 (miltiplo de 6).
b) Supongamos que es cierto para 7 = k; es decir, que:
k3 — k= é; veamos si se cumple para 7 =k+ 1:
(k+ 1P —(k+ 1) =k3+3k2+3k+1—k—1=Fk —k+3k%+3k=
= (R — k) +3k(k+1) = 6+6= é, como queriamos probar.
Observacion: k3 —k = é por la hipétesis de induccion.

3k(k+1) = é, pues k(k+ 1) siempre es par.

Resolucién de problemas 13
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30. Demuestra que n3 + 57 es miiltiplo de 6 para cualquier valor natural de n.

DPara n=1 — 13+5-1=6=6 (multiplo de 6).
b) Supongamos que es cierto para n = k; es decir, que:
k3 + 5k = é; veamos si se cumple para n =k + 1:
(k+ 13 +5(k+1)=k>+3k*+3k+1+5k+5=Fk>+5k+3k*+3k+06=
= (k3 +5k) + 3k(k+ D+ 6=6+6+6=06
como querfamos probar.
Observacion: k3 + 5k =6 por la hipétesis de induccion.

3k(k+1) = é, pues k(k+ 1) siempre es par.

31. Demuestra que 62" —1 es divisible por 35 para cualquier valor de n (natural).

Que 627 —1 sea divisible por 35 significa que 6*" — 1 es multiplo de 35; es decir,
tenemos que probar que:

61— 1 =735 para cualquier n (35 significa multiplo de 35).
Lo probamos mediante el método de induccion completa:
DPara n=1 — 62—1=35=35
b) Supongamos que es cierto para n = k; es decir, que:
62k _1 = 3.5; veamos si se cumple para 7 =k+ 1:
G2R+D _ = G2k+2 _ 1 =2k . 52 _1 =62/€~56—1 =62k(35 +1)-1=

= 6% - 35 + (6% — 1) = 35 + 35 = 35, como queriamos probar.

32. Demuestra la igualdad para # natural: (1 +2+...+n)?2=13+23+ .. +#n3

a)Para n=1, queda: 1=1 — Es cierta la igualdad.
b) Supongamos que es cierta para 7 = k; es decir, que:
(I+2+ . +R?=1+25+ . + 43
Veamos si, en este supuesto, es cierta para 7 = k+ 1:
A+2+ . +k++ D) =Q+2+ . +R2+k+D2+2(1+2+ ... +RD(k+1) =
=P+2+ L+ B+ G+ D+ 20+ DA +2+ ... +/e)(f)
2

hipétesis de induccion

=1+ 4+ L+ B+ (k+ D2+ 20+ 1D

(ke + 1)/e) _
2

PB+22+ .+ R+ k+ D?+ (k+ 1)2k(f)
=P+ +  + B+ k+D2A+hA =

=13+25+ . + R+ (k+ 13, como queriamos demostrar.

Resolucién de problemas
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_(k+ DR

5 Quees la suma de k tér-

Notas: ) Hemos utilizado que 1+2+ ... + &

minos de una progresion aritmética de a, =1y d=1.

) En los dos ultimos sumandos hemos sacado (k+ 1)? factor comun.
2 2
n“(n +1)
33. Demuestraque 13+23+33+ . +n3= — %
Lo haremos, también, por induccion completa:
e Para n=1:
PRIMER MIEMBRO: 13 = 1

1222 Coinciden
=1

SEGUNDO MIEMBRO:

La igualdad es cierta para n = 1.
e La suponemos cierta para 7. ;Lo serd para n + 1?
P+22+383+  +n03+n+1D3=3+25+33+ . +nw)+n+1)3=

2 2 2
=%+(ﬂ+1)3=(7l+1)2[%+(”+1)

anitdn+ 4 (n+ D+ 2)? (4 DA+ D+ 1)°
+1) i i - i

Y este es el segundo miembro de la igualdad, pero cambiando 7z por 7 +1.

Resolucién de problemas
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PROBLEMAS PARA PRACTICAR

NUmeros

1. MAYOR ENTERO

Halla el mayor nimero entero 7 tal que: n2°0 < 5300
72200 < 5300 P (nZ)loo < (53)100 & nic 53 o nlic 125

Como V125 = 11,18, tenemos que:

112 = 121 < 125
n=11

122 = 144 > 125

El ndmero 11 es el mayor entero tal que #7290 < 5300,

2. ENTEROS CONSECUTIVOS

El producto de cuatro enteros consecutivos es igual a 7590 024. ;Cuales son
dichos nimeros?

Como 4\J7 590024 = 52, 488, probamos con ndmeros cercanos a 52.
Tanteando, obtenemos que: 51 - 52 - 53 - 54 = 7590024

Por tanto, los nimeros son 51, 52, 53 y 54.

3. DIGITO DISTINTO DE CERO
Elnimero1-2-3-4-...-48-49 - 50 es un nimero enormemente grande.

¢Qué lugar ocupa el primer digito distinto de cero empezando desde las uni-
dades?

Contamos el nimero de veces que aparece el factor 5 (el factor 2 aparecerd mas ve-
ces):

10 + 2 = 12 veces

Por tanto, el nimero dado acaba en 12 ceros; y, asi, el primer digito distinto de cero
empezando desde las unidades es el que ocupa el lugar nimero 13.

16 Resolucién de problemas
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4. ¢QUE NUMEROS SON?

El niimero 248 — 1 es divisible exactamente por dos niimeros comprendidos
entre 60 y 70. ;Cudles son dichos niimeros?

* Haz uso de la propiedad a®" —1 = (a" + 1) (a" —1).
Utilizando la propiedad a?” -1 = (a” + 1)(a”* — 1), tenemos que:
28 1=¥+DR¥-D =¥+ D2+ DR2-D =
=¥+ D-RE+D -+ D 2-D =¥+ D22+ 1D 6365

Por tanto, los nimeros buscados son 63 y 65.

5. NO TENIAN CALCULADORA, CLARO

En 1856 se publicé un libro (gordisimo) que contenia los cuadrados de los
niimeros desde el uno bhasta el mil millones. ;Para qué? Para multiplicar. Te
toca a ti averiguar y explicar co6mo. Para ello, relaciona el producto de dos
numeros m - n con la diferencia de los cuadradosde m+n y m—n.

Explica como se usaria “el libro de los cuadrados” para efectuar el producto
de dos nimeros muy gordos (por ejemplo, 57 839 - 8 756) mediante opera-
ciones mas sencillas.

(m+n)2—(m—-n)2=m2+2mn+n?—m?+2mn—-n?=4mn
Por tanto:

_ (m+n)?— (m—n)? (m + n)? y (m - n)? se miran en
4 "el libro gordo de los cuadrados".

mmn

Por ejemplo:

(57839 + 8750)2 — (57839 — 8756)% _ 66595% — 49083% _
4 4

4434894025 — 2409 14088
_ 1431891025 4 2 . 506438 284

57839 - 8756 =

6. CUEsTA ARRIBA, CUESTA ABAJO

Un corredor asciende una colina a una velocidad de 4 km/h. ;A qué veloci-
dad habra de descender si pretende que la velocidad media final sea de
7 km/h?

Llamamos L a la longitud del camino (subida o bajada).

L
El tiempo de subida es: 7, = "
. . L . .
El tiempo de bajada es: ¢, = o (v es la velocidad de bajada)
. 2L
El tiempo total es: £, + 1, = EB

Resolucién de problemas

17




18

Ll 1
4

Por tanto: e
v 7

SN

1 2
—=— — v=28km/h
v 7

NOTA INTERESANTE

¢Qué relacion hay entre la velocidad media, 7 km/h, con las velocidades de subida,
4 km/h, y bajada, 28 km/h?

Evidentemente, no es la media aritmética de las velocidades. Es otra media. Se lla-
ma media armonica.

1 1
1 4 T3 lainversa de la media arménica es la media aritmética
e 2 de las inversas de los dos componentes.
Ecuaciones

7. ¢CUANTO VALEN LOS VERTICES?

En este triangulo, el nimero encerrado en un circulo es la suma de los vérti-
ces correspondientes:

18

() &
14 (29) 10

a) Siguiendo esta misma ley, ¢cual es el valor de los vér-
tices en este otro triangulo? @ @

&
b) ¢Cuil es el valor de los vértices @) CD
en este cuadrado? 2 54
@
x x+ty= 60 Y= 60 — x
y+Z=82 600—-x+2=82 — —x+z=22
x+z=38 x+z=38
@ @ Sumando estas dos ultimas:
2z=60 — z=30
z 62 y  X¥738-2=38-30-8 , x=8 y=52 2-30

y=60-x=060-8=52

Resolucién de problemas



x+y=238
y+z=54
z+1=41
t+x=25

UNIDAD | O
y=38-x x 52 v
38
z=54-y=54-38+x=16+x <~
z=41-1

(N
B/

x=25-1 (2@

y=38-(25-1)=13+1

®

z=10+x=10+25-t=41-1
Hay infinitas soluciones. Todas las de la forma:
r=2

x=25-A; p=13+L; z=41-1%;

siendo A cualquier ndmero real.

8. RESUELVE

Halla las soluciones del siguiente sistema:

L1,
x“+1 y“+1
2 1
221 2 =09
x“+1 py“+1
1 1
W1 e
5 Y 1 Hacemos un cambio de variables:
2 YY) =09
x+1 pe+1
1 1
T2 ;b=
xc+1 yo+1

Asi, el sistema queda como sigue:
a=b-03

a—b=—0,3}
2(b-03)+b=09 - 3b=15 - b=05 > a=05-03=0,2

2a +b =109

Ahora es ficil obtener los valores de x e y:

1
a= .X'Z]:f'l =O72 — 1=O,2(.X'2+1) - E=x2+l SN
= 5=x2+1 — 4d=x2 — x=+V4=42
b=—— 205 - 1=0502+1) — ——=12+1 —
y2+1 ’ AV 05 y

- 2=92+1 = 1=9)> — y=4_r\/T=J_rl

Por tanto, hay cuatro soluciones para el sistema:
X =-2 Xy =2 x5=2 X, =2
== =1 V3 =- yi=1

Resolucién de problemas
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9. EL REMERO

Un remero va desde un punto A hasta otro B y vuelve otraveza B en 10
horas. La distancia entre 4 y B es de 20 km.

Halla la velocidad de la corriente del agua, sabiendo que rema 2 km aguas
arriba en el mismo tiempo que rema 3 km aguas abajo (se supone que su
efectividad en cada remada siempre es la misma).

e Llamamos x a la velocidad de subida; asi, la velocidad de bajada es %x

e La velocidad media de todo el viaje es:

40 km
v= 10 horas 4 km/h

20
Tiempo invertido en la ida: 7, = ~

20
(3/2)x

Tiempo invertido en la vuelta: ¢, =

Por tanto, la velocidad media se obtiene asi:

L 40 km _ 40 _ 40 _120x _ 6x
MEDIA 20 20 20 40 100 100 5
=+ horas —t =
x  (3/2x x  3x 3x

Igualamos la velocidad media a su valor y asi obtenemos el valor de x:

6% =4 — x= TO =~ 3,33 km/h es la velocidad de subida.
1
Velocidad de bajada: %x = % ~ TO =5 km/h

La velocidad de la corriente es:

UCORRIEI\'TE - UBAJADA - UREMERO

o bien:
UCORRIENTE = Z)REMERO - USUBIDA
Sumando:
2UCORRIENTE = UBAJADA - USUBIDA
1 10 1 5 5
* Por tanto, v, o= E(S -3 =5 3 =5~ 0,83 km/h

Resolucién de problemas
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Figuras

10. CAMPO TRIANGULAR

Un granjero tiene un campo triangular rodeado de tres campos cuadrados de
manera que cada uno de estos tiene un lado comiin con el triangulo. Las su-
perficies de los campos cuadrados son 4 225 m?, 1369 m? y 5594 m?. ;Qué su-
perficie tiene el campo triangular?

Hacemos un dibujo:

Observamos que:
5594 = 1369 + 4225; es decir, que:
5594 m? c?=a’+b?

Por tanto, el triangulo es rectangulo.

1 1369 m? < Su drea sera:
S b o bra 525 1369 _
i , 2 2
4225 m? ! = 65237 =1202,5 m?

11. BALON DE PLAYA

Un gran balén de playa de 100 cm de radio
esta apoyado sobre una pared que forma un
angulo recto con el suelo. ¢Cual es el radio
de la pelota mas grande que puede situarse
entre la pared, el suelo y el balon de playa?

Hacemos un dibujo:

7C = 100 cm; CD = 100 cm

AB=r, AT=r, OB =r

OC = V1002 + 100 = 100V2 cm
OA=r-\2

Por tanto, como: OC= 0A+ AT+ TC
tenemos que: 100V2 = 7+ V2 + r+ 100

Despejamos  r:
_1000M2-1D _ 1002 - 1)?

- = 1003 = 2V2) = 17,16 cm
N2+ 1) "2+ na2-D

Resolucién de problemas
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12. FIGURAS QUE CRECEN

Enuncia en los dos casos una regla para pasar de una figura a la siguiente.

a [ [ | | |

ST W\

Después de 20 pasos:

— ¢Cuantos cuadraditos contendra la figura resultante en el caso a)?
— ¢Cuantos triangulitos contendra la figura resultante en el caso b)?
Intenta responder a estas mismas preguntas despues de n pasos.

a) Sucesion con cuadrados:

dy =1
A, = d, +4
dy = d, +8
dy = dy+ 12
Lo=L

a,=d, +4n-1

n n
Sumando: a,=1+4+8+ 12+ ... +4(n-1)

an=1+4(1+2+3+...+(n—1))(2

1+ —-Dln-1
2

=1+4- =1+2(n-Dn

) Es la suma de 7 — 1 elementos de una progresién aritmética en la que a, =1
y d=1.

Por tanto: a, =1+ 2n(n—-1

Al cabo de los 20 pasos habria 761 cuadraditos.

Resolucién de problemas
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b) Sucesién con triangulos:

=1
d, = d, +3
Ay =y + 6
Ay = dy+9
Lo=L

a,=d, ;+3n-1)

n

Sumando: a,=1+3+6+9+ ... +3(n-1)

O+ -Din-1 _

an=1+3(1+2+...+(n—1))(;)1+3 5

=1+ %n(n— D
Por tanto: a, =1+ én(n— D
: n 2
Al cabo de los 20 pasos habria 571 triangulitos.

Demostrar

13. TRIANGULO RECTANGULO

En un triangulo rectangulo, a y b son sus catetos y c¢ su hipotenusa. Lla-
mamos h ala altura correspondiente a la hipotenusa.

Demuestra que el triangulo con lados h, ¢+ h y a + b es rectingulo.

2

Sabemos que a?+ b? = ¢, pues nos dicen que el triingulo de lados a, b y ¢ es

rectangulo.

Tenemos que probar que el tridngulo de lados h,
c+h y a+b es rectingulo; es decir, que:

(a+b)?+h?=(c+h)?

Pero (a+b)? +h%=a?+b2+2ab+h? = c2+ 2ch + h? = (c+ b2, como queria-

mos demostrar. v

c2

) Si consideramos como base el lado a, el drea del tridngulo es ; 'y sicon-

sideramos como base el lado ¢, el drea del triangulo es

ab ‘
Por tanto: > = — ab=ch

Resolucién de problemas
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Demuestra que si p es un nliimero primo mayor que 3, entonces pZ—1 esun
multiplo de 12.

@& Podemos escribir p?> —1=(p —1) (p + 1). Ten en cuenta que un miiltiplo de 12 ha
de ser miiltiplo de 3 y de 4.

Podemos descomponer, como se indica en la ayuda, p?—1 de la forma:

pP-1=p-D@E+D

e Como p esimpar (pues p es primo mayor que 3), p—1 y p+ 1 son pares. Al
multiplicar dos nimeros pares, necesariamente obtenemos un multiplo de 4.

Es decir, p?—1 es miliplo de 4.

e Ademais, como p no es multiplo de 3 (pues p es primo mayor que 3), o bien
p—1, obien p+ 1 ha de ser multiplo de 3 (pues p—1, p, p+ 1 son tres nu-
meros consecutivos; uno de ellos ha de ser multiplo de 3). Luego p?—1 es mdl-

tiplo de 3.

e Como p?—1 es miltiplo de 4 y de 3, lo serd de 12, como querfamos probar.

15. PRIMOS LEJANOS

a) Demuestra que existen dos nimeros primos consecutivos cuya diferencia
es mayor que 1000.

b) Demuestra que, por grande que sea m, existen dos nimeros primos con-

secutivos cuya diferencia es mayor que m. (Es decir, que hay m nume-
ros compuestos consecutivos).

a) El nimero 1001! + 1 es primo, pues no es divisible por ninguno de los 1001 pri-
meros nimeros.

Los nimeros 1001! + n, siendo n = 2, 3, 4, ..., 1001 no son primos.
Por ejemplo, 1001! + 719 es multiplo de 719, pues 1001! lo es.
Por tanto, hay mil o mds nimeros compuestos consecutivos.

b) Anidlogamente se razona que (m + D!+ 1 es un nimero primo y los m + 1 nu-
meros enteros siguientes son compuestos.

Resolucién de problemas
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16. POR REDUCCION AL ABSURDO

Si a y b son dos nimeros distintos y ambos positivos, demuestra, por el
método de reduccion al absurdo, las siguientes desigualdades:

a) a+b> 2ab

2 a+b
a+b
b) > > Nab

a) Supongamos que la desigualdad es falsa, es decir, que:

a+b < 2ab
2 a+b

como a y b son positivos, a+ b también lo es; entonces: (a + b)? < 4ab

Desarrollamos el cuadrado y agrupamos términos:
a’+2ab + b? < 4ab
a?—2ab+b*<0
(a-b*<0

Pero como a # b, (a — b)* no es cero y nunca puede ser negativo. Hemos lle-
gado a un absurdo; por tanto:

a+b 2ab
—>—
2 a+b

b) Suponemos que es falsa la desigualdad; es decir, que:

a +
2

b <A~Nab

Elevando al cuadrado (a + b es positivo, por serlo a y b) y operando:

a+b<2Vab
(a+ b)*< 4ab
a’+2ab + b? < 4ab
a*—2ab + b*<0
(a-b?*<0
Llegamos a la misma conclusion que en el apartado anterior; es un absurdo, vy,

por tanto:

a+b

2>\/E

Resolucién de problemas
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17. DESIGUALDAD

Sim>0 vy n=>0, demuestra:

Como m=20y n=20 =

m+n m? + n?

=4

18. mpuccion

(m+ n)/2 < \N(m? + n?)/2

20 y tenemos que:

m+n\2 _ m?+n?
< 1=
2 2
m2+n+2mn _ m?+n?
< =
4 2

m?+n?+2mn<2m?+2n? o

0<m?+n?-2mn<0<(m—-n)? locuales cierto.

Aplicando el método de induccion completa, demuestra en cada caso:

a) 2" >2p + 1 para cualquier natural = > 3.

b)1-4+2-7+3-10+ ..

.+n@Bn+1)=n(n+1)? para cualquier n natural.

a)D) Para n=3 — 23=8>2-3+1 — escierta

ID Supongamos que es cierta para 7 = k; es decir, que:

2k > 2k + 1

Tenemos que probar que se cumple para 7 = k+ 1; esto es, que es cierta la

igualdad:

2R > 2+ 1) + 1

Veamoslo:

2R+ =2k .2 > 2k+1)-2=4k+2=2k+3+QRk-1)>2k+3 si k>3

1

hipétesis de induccion

Por tanto, al cumplirse el principio de inducciéon completa (k2> 3), es cierta

la desigualdad.

Resolucién de problemas
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b)) Para n=1 — 1-B3+1) =122 — escierta
I Supongamos que es cierta para n = k; es decir, que:
1-4+2-7+3-10+ ... +kBk+1) = k(k+ 1)?
Tenemos que probar que se cumple para 7 = k+ 1:

I1~4+2~7+3-1O+...+/e(3/e+1)l+(/e+1)(3/e+4)=

hipotesis de induccion

=k(k+ 1?2+ (k+DBk+4) =+ D[k(k+ 1) + Bk+ 4] =
T

sacamos (k + 1) factor comin

=(k2+k+3k+4)=(k+ Dk*+4k+4) =(k+1D(k+2)?

Por tanto, se cumple el principio de induccion completa para cualquier 7.

Pagina 24

19. MAs INDUCCION

Utiliza el método de inducciéon completa para demostrar estas igualdades pa-
ra n natural:

aA)1+3+6+10+...+ nn+1)  nm+1)(n+2)

2 6
1 1 1 1 n
D 2 2334 T amr D T wed
a)D) Para n=1 — 1'(12+1)=1; 1.(1+é)(1+2)=1 — es cierta

I Supongamos que es cierta para n = k; es decir, que:

k(k+ 1) kR(k+ 1D)(k+ 2)
+ =
2 6

1+3+06+ ...

Tenemos que probar que, en este caso, seria cierta para n = &+ 1:

14346+, + /e(/e2+ 1) . (k+ 1)2(/e+ 2) _kk+ 1g(le+ 2) . (k + 1)2(/e+ 2) _

L | | 1

hipotesis de induccion

_ (et D(k+2) (£+1)= (k+ D+ 2)(k+3)
2 3 6

Como queriamos demostrar.

Resolucién de problemas

27



28

b)) Para n=1 — ﬁ:1+1 — es cierta

ID Supongamos que se cumple para 7 = k; es decir, que:

I SR R B
1-2 2-3 3-4 77 k(k+1) k+1

Tenemos que probar que, en este caso, seria cierta para 7 = k+ 1:

1 + 1 + 1 + + 1 + 1 _ k + 1 _
1-2 23 34 77 kk+1 (k+DR+2) k+1 (k+D+2)
L I J
hipétesis de induccion
S N PR N B U .S e I
k+1 k+2] k+1 R+ 2
R+ 2k + 1 (k+1D? R+l

Tkt Dk+2) (R D(k+2) k+2

Como queriamos demostrar.

20. BUSCA UNA REGLA GENERAL
Observa que:
1=1
1-4=—-(1+2)
1-4+9=1+2+3

¢Qué regla general siguen estas igualdades?

Exprésalo en la notacion conveniente y demuéstralo.
Observamos que:

12=1

12-22=-(1+2)

12-22+3=(1+2+3)

12-22+32-42=-Q+2+3+4

Es decir, en general:

ﬁ D42 = (et ilz

i=1

Resolucién de problemas
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Demostracion

Aplicaremos el método de induccion. Partiremos de la igualdad para 7 y, a partir
de ella, demostraremos la igualdad para n + 1.

(*) — %11(_1)141 . 1-2 =‘7_21‘1(_1)z‘+1 . iz + (_1)n+2(n + 1)2

Tenemos en cuenta que:

(_Dn+l viﬂ. - (_Dn+1(1 +24+3+ ..+ n) - (_Dn+1 w
Por tanto:
*) = (_Dn+1 w _ (_1)n+1 (n + 1)2 - (_Dnﬂ w —(n+ 1)2] =
- o 2= DR -y D] s 1 - 2 -
n+l
= (D" 2 (n + 1)”T+2 e (=12 ;li que es a lo que queriamos llegar.
W+ DEEZ 14243+ a0t Ga D)

Principio del palomar

21.

22.

PALOMAS Y ORIFICIOS

Un conjunto de 40 palomas llegan volando y se introducen en el palomar
por los 36 orificios que hay. Explica por qué tendremos la seguridad de que
por alguno de los orificios han entrado al menos dos palomas.

La idea que sustenta esta situacion es la que permite resolver los siguientes

ejercicios.

Si las 36 primeras palomas entran, cada una, por un orificio, la siguiente ha de en-
trar, necesariamente, por un orificio repetido. En este contexto, el razonamiento es
muy sencillo. Lo llamamos, en general, PRINCIPIO DEL PALOMAR.

CUMPLEANOS COINCIDENTE

En un instituto de 450 estudiantes, demuestra que hay, al menos, dos perso-
nas con la misma fecha de cumpleafos.

Aplicamos el principio del palomar:

Hay 365 (o 3606) fechas posibles para el cumpleanos; si hay 450 personas, deben
coincidir, al menos, dos de ellas.

Resolucién de problemas 20
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23.

24,

25.

26.

PIN DE CUATRO DIGITOS

Los “numeros secretos” de las tarjetas de crédito constan de cuatro digitos.
Por ejemplo, 2704, 0012, 9461 son posibles nimeros.

Demuestra que, con seguridad, hay dos tarjetas que tienen el mismo nimero.

El nimero de tarjetas de crédito existentes supera a 10000, que es el nimero de po-
sibles “ntimeros secretos”. Aplicando el principio del palomar, con seguridad, hay
dos tarjetas que tienen el mismo “ndmero secreto”.

AUNQUE NO HAYA CALVOS

¢Podrias asegurar que en tu comunidad auténoma hay, al menos, dos perso-
nas con el mismo numero de pelos en la cabeza?

El nimero de pelos en la cabeza de una persona no supera los 200 000. El nimero
de habitantes en tu comunidad auténoma, si. Por el principio del palomar, habri, al
menos, dos personas con el mismo nimero de pelos en la cabeza.

NUMERO DE AMIGOS

En una fiesta hay 50 personas. Demuestra que, al menos, dos de ellas tienen
el mismo nimero de amigos en la fiesta.

Aplicaremos el principio del palomar.

Tenemos las siguientes posibilidades para el nimero de amigos de cada persona:
0, 1, 2, ..., 49 (consideramos que si una persona es amiga de otra, la otra lo es de
la primera; y que uno no se cuenta como amigo suyo). Tendriamos 50 posibilida-
des, pero todas a la vez no se pueden dar. Si hay una persona con 0 amigos, no
puede haber otra con 49 amigos, pues la de 0 amigos no serfa amiga suya. Estas
dos posibilidades no se pueden dar a la vez.

Por tanto, como mucho, tenemos 49 posibilidades; y hay 50 personas. Si asociamos
a cada persona una posibilidad, necesariamente habra dos personas (al menos) con
la misma posibilidad, es decir, con el mismo nimero de amigos.

PUNTOS EN UN TRIANGULO

Sea ABC un triangulo equilatero de lado 2 cm. Demues-
tra que si se eligen cinco puntos de su interior, hay, co-
mo minimo, dos puntos que distan menos de 1 cm.

Desde luego, podriamos dibujar cientos de configura-
ciones de cinco puntos interiores y comprobariamos
que siempre se verifica. Pero esto no es suficiente. A C

Para demostrar lo que se nos pide, dividamos el tridngulo en cuatro tridngulos equi-
lateros, tal como se indica en la figura.

Los lados de cada tridngulo tienen 1 ¢cm de lado.

Si elegimos 5 puntos cualesquiera, necesariamente en uno de los tridngulos peque-
nos habrd, al menos, dos de los puntos. Por tanto, la distancia entre ellos es menor
que 1 cm.

Resolucién de problemas



Como puede verse, hemos aplicado el principio del pa-
lomar (5 puntos se debian introducir en 4 tridngulos).

27. OVEJAS CERCANAS

En un campo cuadrado de 35 m de lado introducimos 26 ovejas para que
pasten. Demuestra que siempre hay, al menos, dos de ellas que estan a me-
nos de 10 m.

7 m
7 m Dividimos el cuadrado de lado 35 m en 25 cuadraditos
de lado 7 m cada uno.

35m Al haber 26 ovejas, necesariamente han de estar, al me-
nos dos, en un mismo cuadradito. Y la distancia maxi-
ma dentro del cuadradito es su diagonal, que mide:

35 m V72 +72 =498 < 10 m

28. cuADRICULAS

En la cuadricula 4 X 6 que aparece a la derecha, hemos coloreado algunos de
los cuadrados y otros los hemos dejado en blanco.

Esto se puede hacer de muchas formas. Intenta en-
contrar una de ellas en la cual no se pueda hallar un
rectangulo con los cuatro vértices del mismo color
(en la que hemos dibujado no sucede esto, como se
ve con los cuatro cuadrados sefialados en rojo).

Sin embargo, si la cuadricula fuera 4 X 7 no seria posible encontrar una con-
figuracion en la que no hubiera un rectaingulo con los cuatro vértices del
mismo color.

e Veamos una forma en la que no se
puede hallar un rectingulo con los
cuatro vértices del mismo color:

Cuadricula 4 x 6

e Hay 6 formas distintas de colorear dos cuadrados en una columna de 4. Si la cua-
dricula fuese de 4 x 7, tendriamos 7 columnas para solo 6 posibilidades; por tan-
to, al menos una tendrd que repetirse.

e Si colorearamos solo un cuadrado, tendriamos 4 formas distintas; y colorear 3
cuadrados es equivalente a colorear solo uno.

e Si coloreamos un namero distinto de cuadrados en cada columna, aumentamos las
posibilidades de coincidencia.

Resolucién de problemas
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