RESOLUCION DE SISTEMAS
MEDIANTE DETERMINANTES
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Resolucion de sistemas 2 x 2 mediante determinantes

|4, 4,

H Resuelve, aplicando x = Il ey= | f:i , los siguientes sistemas de ecuaciones:
3x—-5y=73
4x+2y= 2
5x+ 4y=33
Tx—11y=13

Comprueba, en cada caso, la solucion.

-5y=7 _
a) 3x—5y 3}|A|=‘3 5

=26
4o+ 2y = 2 4 2‘

LAX|=‘T; :f‘= 156

|4,] - ‘Z 723‘ - 286

Por tanto: x = 156 _ 6; _ 2280 _ 11

26 0 YT T8

b) 5x + 4y =33 4] - 5 4
7x—11y =13 7 -11

‘=—83

4.0 = ‘?g —f1‘ -

|AV|=‘5 33‘=-466
; 7 13

415 _ o _
“es 3 VT g3 2

Por tanto: x =
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B ;Como crees que seria la solucion de un sistema de tres ecuaciones con tres in-
cognitas segun la regla anterior?

Pon las formulas correspondientes y aplicalas a la resolucion de estos sistemas:

3x -2+ z2=20 x+ y+z=3
a4y x +3z=14 b){x— y+z=1
y— z=-4 x—=2y =2

Si tenemos un sistema 3 X 3:

ap X+ dpy+azz=G dyp dip A3
Ay X+ dyy+a;z=Cy ¢ yllamamos: A = |Gy Ay |,

- a,, d,, a
Ay X + gy Y + gy 2 = Cy 31 A3y g
€1 dyp dyg dyp € dgg dyp dp G
A= € 9 3| A= |90 | A= |9 9 G
C3 dzp ds3 a3 C3 i3 dz1 d3 G
Al ) Al
entonces: x =

, V= , 25
|4] |4] |4]
(siempre que |A| # 0).
Si aplicamos las férmulas a la resolucion de los sistemas propuestos, tenemos que:

a)3x —2y+ z=20

3 =2 1
x +3z=14, |4|=|1 0 3]=-10
20 =2 1 3 20 1 3 -2 20
|4l =|14 0 3|=-50; |4|=|1 14 3|=10; |a|=|1 0 14|=-30
-4 1 - S0 -4 4 0 1 -4
=50 10 -30
Por tanto: x = —— = 5; =— =1, =2 =
or tanfo: X = —o 5 10 T 3
by x+ y+z=3 111
x— y+z=1; |4|=]1 -1 1|=2
x—2y =2 1 -2 0
301 1 1 3 1 1 1 3
|4 =1 -1 1f=8Jaf=]1 1 1|=2 |a]=|1 -1 1/=—4
2 20 1 2 0 1 -2 2
Portanto:x=§=4; y=£=1; Z=j=—2
2 2 2
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UNIDAD | 4

Inversa de una matriz 2 x 2

_ % y= —n
4|’ |4l

X

Obtén, de forma similar, las expresiones de z y de ¢ Llegaras, asi, a la siguien-
te conclusion:

0 a, a;,; 0
apz+apt=0 } 1 a,, -a,, ay 1 ap,
z= = ;1= =
dpnZ * dypt =1 |4 |4 |4 |4
a_ L [ay —ap
Por tanto: A= = ——
|4] \=ay ayy
Comprueba, efectuando el producto, que:
A-A1=1
A4t =% Gz L (ay —ay|__1 (ayd,, —a,a, 0 -
ay dpl |A| \=dy ay | 4] —dpdy Ty Ay,
__L(ja] o)_[10)_,
A\ 0 |4] 01

26

Aplica la expresién anterior para calcular M1, siendo: M = (

24

M*1=L 6 =7\_ 1 [6 =7)\_[35 =7/10
M| \-2 4 10 (-2 4 -1/5  2/5

Haz los productos M- M~ y M~ - M y comprueba que, en ambos casos, ob-
tienes la matriz unidad.

Caa (4 7\ (35 —710)_(1 0
MM (2 6) (-1/5 2/5) (o 1)

ol

-1/5  2/5 206 0 1

¢Por qué crees que es necesario que el determinante de A sea distinto de cero
para que una matriz cuadrada tenga inversa?

En su obtencion, dividimos por |A].

Es necesario que |A|# 0 para que el sistema que obtenemos tenga solucién Unica.
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1. Aplica el teorema de Rouché para averiguar si los siguientes sistemas son
compatibles o incompatibles:

3x-2y= 5 4x+ 5y=7 x+ y+2z =7
a)y x+3y=-2 b)y2x— y=0 A){3x—y +4t=1

2x—y=3 Tx+1ly=4 X—3y—4z+4t=6
a)3x—-2y= 5 E ) 3 -2 5

x+3p=-=2¢ A=[1 3| a={1 3 -2

2x— y= 3 2 -1 2 -1 3

‘3 ‘2‘=11¢o = ran(A) =2

1 3

|A'l=0 — ran(4") =2

El sistema es compatible.

b)dx + 5y =7 4 5 4 5 7
2x— y=0p A=|2 -1 A'=12 -1 O
Tx+ 11y =4 7 11 7 11 4

A" =147 20 — ran(4) =3 #ran(4) =2

El sistema es incompatible.

o) x+ y+2z =7 1

1 2 0 1 1 2 0 7
Bx— y+ 46=1F A=|3 -1 0 4| a=[3 -1 0 4 1
x—3y—dz+dl=6 1 -3 -4 4 1 3 -4 46
Calculamos el rango de A:
1 1 2 1 1 0
‘1 1’=—4¢o; 3 -1 0]=0; 13 -1 4/=0 > ran(a) =2
5 -1 1 -3 -4 1 -3 4

Calculamos el rango de A':

1 1 7
3 -1 1|==-76 = ran(A4’) =3 # ran(A)
1 3 6

El sistema es incompatible.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD ﬁ

2. Siguiendo el mismo proceso que en el ejercicio anterior, averigua si los si-
guientes sistemas son compatibles o incompatibles:

x+3y—z=1 x+3y—=z=1 x+ y+2z = 7
a)1 2x +z=2 b)4 2x +z=2 c)i3x— y +41= 1
2y—z=0 2y—z=5 x—3y—4z+4t=-13
a) x+3y—-z=1 1 3 -1 1 3 -1 1
2x + z=2 A=12 0 1 A'=12 0 1 2
2y—z=0 02 -1 0 2 -1 0
Calculamos el rango de A4:
1 3|_ - -
‘2 0‘-—6;&0 y |4l =0 — ran(4) =2
Calculamos el rango de A"
1 3 1
2 0 2|=0 (pueslal?yla3.?columna son iguales) — ran(A") =2 =ran (A)
0 2 0

El sistema es compatible.
Observacion: Como la 4.* columna de A’ y la 1. son iguales, necesariamente

ran (A') = ran (A); es decir, el sistema es compatible.

b)x+3y—z=l 1 3 -1 1 3 -1 1

2x + z=2 A=(2 0 1 A'=12 0 1 2
2y—z=5 0 2 -1 0O 2 -1 5

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado a) de este ejercicio).

Calculamos el rango de A"

1 3 1
2 0 2[=-30%#0 — ran(4") =3 % ran(A)
0 2 5

El sistema es incompatible.

o x+ y+2z = 7 1 1 2 0 11 2 0 7
Bx— p+ 4t= 1%F A=[3 -1 0 4| A'=|3 -1 0 4 1
X—3y—4z+ 4t =-13 1 3 4 4 1 -3 -4 4 -13

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado ¢) del ejercicio anterior).

Calculamos el rango de A"

1 1 7
3 -1 1 (=0 — ran(A’) =2=ran(A)
1 -3 -13

El sistema es compatible.
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1. Enuncia la regla de Cramer para un sistema de tres ecuaciones con tres incog-
nitas:
ApX+ apy*a;z=o6
AnX+ apy*a)yz=06
A5 X+ Azp) + a3z =03

dyp dyp Gz
Si |A|= |4y dy dy|#0 — ran(A) =3 =ran(A")
3y dzy dzs
Por tanto, el sistema es compatible.
Al lal la
) y = ) Z = ’
|4l |4l |4l

Su solucion es: x =

siendo A, la matriz que resulta de sustituir en la matriz A la columna de los coefi-
cientes de x por la columna de los términos independientes. Andlogamente, A, y
A, se obtienen sustituyendo en A la columna de los coeficientes de la incognita
correspondiente por la de los términos independientes.

2. Utilizando la regla de Cramer, resuelve el siguiente sistema:

x—3y+5z=-24

2x— y+4z=-8
x+ y =9
x—3y+5z=-24 1 -3 5
2x— y+4z= -8 |A|=]|2 -1 4|=-1=%0
x + y = 9 1 1 0
24 -3 5 1 -24 5 1 -3 -24
|A|=]-8 -1 4|=-7; |Ay|= 2 8 4|=-2 |4, =2 -1 -8|=5
9 1 0 1 9 0 1 1 9

Por tanto: x=7, y=2 z=-5

Pagina 105

3. Demuestra la regla de Cramer para un sistema de tres ecuaciones con tres in-
cognitas. Procede de forma analoga a como se ha hecho en esta pagina.

Tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

apxX tapyta;z=o djp dyp g

ApX + apy +dyz=C)r con |A|=|dy dy dy|£0.
_ Ay dyy d

Ay X + Ay + g% = Cy 31 93y d33

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Hemos de despejar cada una de las incognitas. Empecemos por la x.

Para despejar x, hemos de eliminar y, z. Esto se consigue multiplicando las tres ecua-
ciones, que llamamos (1), (2), (3), por los adjuntos de los coeficientes de la x:

DAy = ay Ay x+ap Ay y+agdyz=c A4y

(2) - Ay =y Ay X+ dpy Ay Y+ dy3 Ay 2= ¢, Ay,

B) Ay = a3y Ay X+ az, Ay y+aszs Ay 2= ¢ 45
Sumando, obtenemos una igualdad que vamos a analizar por partes:
e Fl coeficiente de la x es:

ayy Ay ¥ dy Ay +ag) Asy = | A]
e El coeficiente de la y es:
Ayp Ay +dgy Ay +dzy A3 =0
Analogamente, se ve que el coeficiente de z es cero.

e El término independiente es:

¢ Ay + ¢y Ay ¢y Asy, que es el determinante de la matriz A que resulta al
sustituir en A la columna de los coeficientes de x por la columna de los términos
independientes:

€ dyp dyg

A = |G dyp dy

G5 dsp dy
Recapitulamos: al efectuar la suma (1) - 4, +(2) - 4, + (3) - 43;, obtenemos:
[Alx+0y+0z=|A]|

Puesto que |A|# 0, podemos despejar la x, y obtenemos:

4l
4]

Para despejar la p habria que multiplicar las ecuaciones (1), (2), (3) por A,, 4,,, A5,

respectivamente. Y analogamente procederiamos para despejar z, obteniéndose:

Llal o a
la]’ | 4]
Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes 7
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1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

a)

©)

a)

b)

'x—y+?>z=1 [ x— y+3z=1
3x— y+2z=3 b){3x— y+2z=3
—2y+7z=0 | —2y+7z=10
+ = -
vy 3 3x+4y= 4
y+z=5
d)i 2x+6y=23
x rz=d 2x + 3 1
_x =
|5x—y+2=06 ) Y
xX— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3|1
3x— y+2z=3 A=1|3 -1 2 A'=13 -1 2 3
—2y+72=0 0o -2 7 0 -2 710

Calculamos el rango de A:

(1)_; =220y |A|=0 — ran(4) =2

Calculamos el rango de A":

1 -1 1
3 -1 3|=0 (al?yla3.?columna son iguales) — ran(4’) =2
0 -2 0

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
2. ecuacion:

xX—y+3z=1 x—y=1—32%x=y+1—32=1+%

—2y+7z=0 —2y=-7z — y=772
Solucion: x =1+ L, y=7\, z=2A
x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3|1
3x— y+2z=3 A=|3 -1 2 A'=(3 -1 2|3
_ 2y +72=10 0 -2 7 0 -2 710

Sabemos, por el apartado a), que ran (A) = 2.

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3|=20#20 — ran(A4A') =3 # ran (A)
0 -2 10

El sistema es incompatible.
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O x+y = 1 1 0 1 1 0|3
+z=5 1 1 1 1
y -0 oo 5
x +2-4 1 0 1 1 0 1 |4
Sx_y4 -6 5 -1 1 5 -1 116
1 1 O
Como |0 1 1|=2#20 = ran(4) =3
1 0 1

Calculamos el rango de A':

|A1=0 - ran(4) =3

UNIDAD | 4

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la ul-

tima ecuacion y aplicar la regla de Cramer:

3 1 0 1 3 1 1 3
5 1 1 0 5 0 1 5
x=40—1=_=1;y=L=i=2’2=$=é=3
2 2 2 2 2 2

Solucion: x=1, y=2, z=3

d) 3x+4y= 4 3 4 3 4 | 4

2x+0y=23¢ A=|2 6 A'=[2 6 |23

—2x + 5_)/ = 1 -2 3 -2 3 1
Como |A'| =309 # 0, entonces ran (A") =3 # ran (A).

El sistema es incompatible.
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1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

—Sx—5y+z=0 [x— y— z=0
a)y x—2y+z=0 b){x+ y+3z=0
| x+y =0 | x—5y-92=0

x+11ly—4z=0

[ x+y+5z =0
2x+ 4+ z=0 Y

- —2t=0
<) x+  y—22=0 d)§3x—y

| x—=y+ z—1=0

| 2x—16y +52=0

a)3x—-5+2z=0 3 5 1
x—-2y+z=0¢ |Al=|1 -2 1|=-5=0
x+ y =0 1 1 0

Por tanto, ran (A) = 3 = n.° de incognitas.

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, =0, z=0
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b)x— Y- z=0 1 -1 =1
x+ py+3z=0¢ |A|=|1 1 3|=0
xX—=5-92=0 -5 -9
Seleccionamos el menor 1 _1‘ =220 = ran(A) =2

Podemos suprimir la 3.% ecuacién y pasar la z al segundo miembro:

X-y==z =z ;
Solucion: x=-A, y=-2A, z=1A
x+y=-3z| y=-2z
o x+1lly-4z=0
2x+ 4+ z=0 Lo -4
-2 4 1|=-18 = ran(A) = 3 = n.°de incognitas

x+ y-2z=0 1 1 =2
2x—16y+52=0

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

d) x+y+5z =0 1 1 5 0
3x—y -2t=0p A=[3 -1 0 -2
X—y+ z—1=0 -1 1 -
1 1 5
3 -1 0|==1420 = ran(A) =3
1 -1 1

Para resolverlo, pasamos la ¢ al 2.° miembro:

xX+py+5z=0 ]
3x—y =2t
X—-y+ z=1 |

0 1 5 1 0 5
20 -1 0 3 2 0
N t -1 1| Tt 1o 1|7t
14 14 2 Y Ry VNP
1 1 0
3 -1 2
S
= _14 EVIR

Solucion: x =ML, y=-A, 2=0, t=2A

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



2. Resuelve:

x—2y+3z=0 X +3z =0
+ z2=0 - t=0
2) ' b) 7
x—-3y+2z=0 x+ y +2t=0
—x + 5y =0 2x+2y+3z+ t=0
a) x—-2y+3z=0 1 2 3
y+ z=0 0o 1 1
A=
X=3y+2z=0 1 -3 2
-+ 5y =0 -15 0

Calculamos el rango de A:

1 2 3 1 2 3
‘1 ‘2‘=1¢0; 0 1 1|=0, |0 1 1|=0
0 1 L 3 o .

Por tanto, ran (A) = 2. El sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, podemos prescindir de las dos Gltimas ecuaciones y pasar la z al
2.° miembro:

x—-2y=-3z | x=-3z+2y=-3z-2z=-5z
y=-z y=-z

Solucion: x=-5A, y=-A, z2=1A

b) x + 3z =0 1
y - t=0 0

x+ +2t=0 1
2x+29+3z+ =0

1 0
0 1 =3#0 — ran(A4) = 3 < n.°de incognitas
1 1

S O W

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
4. ecuacion y pasar la ¢t al 2.° miembro:

-x _ 3t
-3z=0 =—=—"=1
X 3z =73 3
y =1 y=t
xX+y =-2f xX=-2t—y==-2(—1=-3t

Solucion: x=-3\, y=A, z=A, t=X

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Pagina 110
1. Discute y resuelve:
x+ yt+taz= 0

a)yax— y =-1
| x+4y+ 62= 0

x+ y=Fk
b)y kx— y=13
| 5x+3y=16
) x+ y+az= 0 1 1 a 1 1 al 0
ax— y =-1 A=|la -1 O A'=la -1 0| -1
xX+4y+ 6z= 0 1 4 6 1 4 6 0

|A| = 4a?-5a-6=0 — a=5iw=5i;/ﬁ

I
N
oo |
—
-
INY Q
1 I
& ™
LSS

e Si a=2, queda:

1 1 2 0
A'={2 -1:0 | -1 ‘1 ! ‘=—3¢O — ran(A4) =2
14 60 2 -1
%,—/
A
1 1 0
2 -1 -1{=320 - ran(4A") =3 #ran(A)
1 4 0
El sistema es incompatible.
*Si a=-3/4, queda:
1 1:-3/4]0
A=|-3/4 1. 0 |41 ‘ ! 1‘=i¢0—>mn(A)=2
TV 6 0 -3/4 -1 4
%/—J
A
1 1 0
3/4 -1 =1|=3#20 — ran(A") =3 # ran (4A)
1 4 0

El sistema es incompatible.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi a2y a#-3/4 — ran(A) = ran(A") = n.° incognitas = 3, el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos:

0 1 a 1 0 a
-1 -0 a -1 0
x=046=6_4a-y=106=a—6.
4a*-5a-6  4a*-35a-6’ 42 —5a-6 4a’—5a—-G
1 1 O
a -1 -1
11 4 0 _ 3
z= -
4a*-5a—6  4a’-5a-6
Solucion: x = 6‘#’ y= a-6 - 3
by x+ y= k& 1 1] &
ke =y =13 A=k -1| 13
Sx + 3y =16 5 31 16
—
A
k=2
|A'| =3k*-11k+10=0 — k= 11i@=116i1< .

3
eSi k=2, queda:

1 1 2
A'=|2_ -1/ 13 L ‘ =3#0 = ran(A) =ran(A") = 2 = n.° de incognitas
5 3 | 16) 1271
N
A

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la

3.4 ecuacion:

VT2 G mandos 3x = 15 _S. y-2_x-2_5-3
2y 13 umando: 3x = = x=5 y=2-x=2-5=—

Solucion: x =5, y=-3

*Si k=5/3, queda:

5/3
13
16

1 1
A'=15/3 -1
5 3

|
A

1 1 -8 L
=—#0 — ran(A) = ran (4A") = 2 = n.° de incognitas
5/3 —1‘ 3 s

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
3.2 ecuacion:

5
xX+y=—
5 Sumando: §x=ﬁ - x=ﬁ=£
5 3 3 8 2
Sx-y=13
3
S _ -5 _11_-23
VT3 TYTEI T TG

. 11 —23
S l . = = ==
oluucion: X 50 N4 3

eSi k22 y k#5/3 > ran(A') =3 # ran(A), el sistema es incompatible.

2. Discute y resuelve, en funcion del parametro a, el siguiente sistema de ecua-

ciones:
(a-1Dx+ y=0
(a-Dx+(a+1Dy=0
(a—Dx+ y=0 _fa-1 1
(a-Dx+@+Dy=0 a-1 a+1

3 1 1 _ 3 3 _ 3 _ a=0
|A|—(a—1)‘1 a+1‘ (a-D@@a+1-D=ala-1 o<a=1

e Si a=0, queda:

X +y=0 . .
Yy =x. Sistema compatible indeterminado.
—x+y=0

Solucion: x =ML, y=2LA
e Si a=1, queda:

=0
Zy 0 } Sistema compatible indeterminado.
) =

Solucion: x=2A, y=0

e Sia#x0ya+1 - ran(A) =2

El sistema tiene solo la solucion trivial: x =0, =0

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Pagina 112
1. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:
1 -1 -1
A=|-1 0 3 B=(2 ‘;
25 -3 1-
Calculamos la inversa de la matriz A:
|A] =-1#0 — existe A7!
1
oy —— Adj (D) ———> (Adj (D) —— m(Adj )
-15 9 -5 -15 -9 -5 -15 -8 3 15 8 3
8 5 3| =[-8 5 3| ->|9 5 2] > 1|9 5 2|=4"
-3 2 -1 -3 -2 -1 -5 3 -1 5 3 1
Calculamos la inversa de la matriz B:
|B|=-3#0 — existe B!
1
o, —— Adj(B) ——— (4dj(B) —— E(Adf (B))!
=2 1) =2 -1 (=2 1) L Zh2 1) e
-1 2 1 2 -1 2 311 2
2. Calcula la inversa de estas matrices:
1 -2 3 -1 1100
0O 1 2 0 0110
4=lo 2 3 1 B=loo0 11
3 2 0 1 00 01
Calculamos la inversa de la matriz A:
Al =-5#0 — existe A7
1
o, —— Adj (D) ———> (Adj (D)) —— m(Adj @)
S 6 3 3 -5 -6 3 3 - 0 -5 0
0 3 4 6 0 3 -4 6 -6 3 -8 2
5 8 4 1| 7| 8 4 | 7|3 -4 4 |7
0 2 1 -1 0 2 -1 -1 3 6 -1 -1
-5 0 -5 0
_)__1—6 3 -8 2 _

513 -4 4 -1
3 6 -1 -1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Calculamos la inversa de la matriz B:

|B|=120 — existe B~
1

@y ——— Adj(B) ——— (4d] (B ——— T (4B
10 0 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1
110 0 11 0 0 0 1 -1 1
111 0] 711 211 of Zlo o 1 4|~
11 1 1 101 -1 1 0o 0 0 1

1 -1 1 -4

0o 1 1 1|

2 lo o 1 1|78
0o 0 0 1

Pagina 113

1. Expresa en forma matricial y resuelve (ten en cuenta el ejercicio 1 de la pagi-
na anterior):

x— y— z=6
2x— y=7
a) —x +3z=2 b)
x—-2y =11
—2x+5y-3z=0
A x- y- z=6 1 -1 -1\ [«x 6
—x +3z=2 -1 0 3| [y|=]2
2x+5y-32=0 -2 5 3 z 0
—_— — —
A - X =B

En el ejercicio 1 de la pagina 112 hemos calculado A7,

15 8 3 6 106
A X=B = X=A41-B=(9 5 2|-|2]|=| 064
5 3 1 0 36

Solucion: x =106, y =064, z =36

b)2x—- y=7 2 1 x\ (7
x—2y=11 1 =2 |yl \n
— - —
B X = C

En el ejercicio 1 de la pagina 112 hemos calculado B~

e 33 3)-23)-
-1 2 11 3 115 -5

3

Solucion: x=1, y=-5

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



2. Expresa en forma matricial y resuelve:

x—2y—-3z—t= 0 x+y =5
+ 2z = 4 +z =-1
a) u »i 7
2y+3z+t= 1 z+t= 4
3x—2y +i=-2 t=
a) x—-2y-3z—-t= 0 1 2 3 -1 x 0
y+2z = 4 01 2 0 y|_|4
2p+3z+1= 1 0 2 3 1 z 1
3x—2y  +t=-2] V¥ 2 0 1 ! -2
—_ - —
A X = B
Calculamos la inversa de la matriz A:
|A]=-5#0 — existe 47!
-5 0 -5 0
a1 i -6 3 -8 2
e S |
3 6 -1 -1
A-X=B - X=4"1-B=
- 0 -5 0 0 -5 1
1|6 3 8 2 41 1 ol _]o
5 l3 4 4 4 1] 5 |-10] |2
3 6 -1 -1 -2 25 -5

Solucion: x=1, y=0, z=2, t=-5

b)x+y =5

1 1 0 O X 5

y+rz  o=-1 01 1 0 | _[-1
>+1= 4 0 0 1 1 z| |4
r= 2 0 0 0 1 t 2
— — —

B - X = C

En el ejercicio 2 de la pagina anterior hemos calculado B~

1 -1 1 -1\ (5 8
0 1 -1 1| |-1]|_[-3

LY = _p-l. _
B-x=C—-Xx=B"C=|, o 1 4|14 5
0 0 0 1 2 2

Solucion: x=8, y=-3, z=2 =2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Pagina 119
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR
Estudio y resolucion de sistemas. Regla de Cramer

1 | Aplica el teorema de Rouché para averiguar si los siguientes sistemas son
compatibles o incompatibles:

[ x-— y=6 [ x+ y— z==2 [ 2x+3y—2=3
a)i4x+ y=-1 b)y2x— y—-3z=-3 c) {—x—-5y+z=0
| 5x +2y=-5 | x-2y-2z=0 [ 3x+ y—2=6
x+ y+ z= 2 ;
x—y—2z=2 x+3y+ z=-1
x=2y-7z= 0
d)2x+y+3z=1 e) N 1 ) x— y— z=-1
y+ z=-
+ z=5 2x+ y+3z=5
| 3x z 2+ 3y _ o [ 2x+ y+ 3z
a) x- y=06 1 -1 6
dx+ y=-1¢t A'=|4 11 <1 Como i _1‘=5¢O y 4] =0,
S5x +2y=-5 5 215
—
A

tenemos que: ran (A) = ran (A') = n.° de incognitas = 2
El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de

la tercera ecuacion:

x—y= 6] Sumando:5x=5 — x=1
y } umando: 5x X }Solucio’n: 1, -5

4x+y=-1| py=-1-4x=-1-4=-5
b) x+ y- z=-2 1 1:-11] -2
2x— y=3z=-3; A'=|2 -1 -3 | 3|
X —-2y—-2z= 0 I =2 =2 0
————
A

Tenemos que |A| =0 y que

1‘=—3¢0 — ran(4A) =2

-1
1 1 =2
Como |2 -1 3|=-3#20 — ranA)=3#ran(4) =2
1 2 0

Por tanto, el sistema es incompatible.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD
0 2x +3y—z=3 2 3.1 3
—X —5y+Z=O A= il,,j,s,j 1 0
3x+ y—z=0 3 1 -116
—
A

- 2 3| -
Como |4]=0 vy ‘ 1 5‘ =—-7#0, tenemos que ran (4) = 2.

2 3 3
Ademads, |[-1 =5 0] =0. Luego ran (A") =2 = ran (A) < n.° de incognitas.

31 6

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir
de la tercera ecuacion:
2x+ 3y —z = 3} 2x—z = S—Sy} Sumando: x =3 + 2y

Xx-5y+2z=0| x+z=5y Z=5+x=59+3+2y=3+7y

Soluciones: x=3+2\, y=A, z=3+7A

d) x—y—22=2 1_1 -2 2
x+y+3z=1; A'=|2 13 |1
3x  + z=5 3081 15
|
A
- 2 1) _ -
Como |[A]=0y ‘3 0‘——3#0, tenemos que ran (A) = 2.
1 -1 2
Como (2 1 1|=6#20 = ran () =3=ran(4) =2
3 0 3

Por tanto, el sistema es incompatible.

e) x+ y+ z= 2

11 14 2
x-2y-7z= 0 1 -2 -7 0
A= !
y+ z=-1 0 1 13 -1
2x+3y =0 23 010
%’_/
A
1 1 1
Como |1 =2 =7|=5#0 y |4l =0, tenemos que:
01 1

ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3

El sistema es compatible determinado.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.* ecuacién. Aplicamos la regla de
Cramer:

2 1 1
0o -2 -7
-1 1 1 15
x=tt 11T 15 4
5
1 2 1
1 0 -7
0o -1 1 -10
=19 =t 11 _Z10_ 5
Y 5 5
1 1 2
1 2 0
L-10 1 11 _5_4
5

Solucion: x=3, y=-2, z=1

x+3y+ z=-1 1
x—y— z=-1p A'=(1 -1 -1 | -1
2x+ y+3z=5 2

Como |A| =-14 # 0, tenemos que: ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3
El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

1031
-1 -1 -1
x=d2 1 31 _ 0 _,
14 14
1 -1 1
1 -1 -1
2 5 3| 14
1= 2> ol _ 1% _ 4
Y 14 14
13 1
1 -1 -1
o121 51 _-=28_,
14 14

Solucion: x=0, y=-1, z=2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD | 4

Resuelve los siguientes sistemas aplicando la regla de Cramer:

vz
8x+ 14y= 2 rrry-=
b)y x—y+z=1
3x— 5y=11
|—x+y+z=1
>3x—y = 2 [2x + y+ z=-2
c)i2x+ y+ z=0 d)y x-2y-3z=1
3y+2z=-1 |-x— y+ z=-3
[(x+y—z+21=1
rrry-= xX—y—z+il=4
e)yx—y —t=2 )
x+ty+z—t=2
z—-1t=0

a) 8x + 14y = 2
Y }A’=(8 142)—> |A| =-82#0

3x — Sy=11 3 5 |11
%/_J
A
‘2 14 ‘8 2‘
_ 111 -5 =—164=2. _13 k8 _
-82 -82 -82 -82
Solucion: x=2, y=-1
b)) x+y-z=1 1 1 =111
x—y+z=1,p A'=[1 -1 1 |1| - |A|=-4=20
xty+z=1 11 1 |1
|
A
1 1 -1
1 -1 1
P R
-4 -4
1 1 -1
1 1
-1 1 -4
=1 - -~ _=2_1
) 4 4
1 1 1
1 -1 1
PO e e
-4 —4

Solucion: x=1, y=1, z=1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes

21



22

Q3x -y = 2

3 -1 0| 2
2x+ y+ z=0p A’=|2 1 1 | 0] - |A|=1%#0
3y +22=1 03 2 /-1
| —
A
2 -1 0 3 2 0
0 1 1 2 0 1
oo It I TR N B B R
1 1 1 1
3 -1 2
2 1 0
0 -1
I RS i
1 1
Solucion: x=-1, y=-5, z=7
D2x+ y+ z=-2 2 1 1 | =2
x=2y=32z=1p A'=|1 =2 =3 | 1| > |4|=-11%0
_x_y+ Z=—3 -1 -1 1 —5
| ——
A
-2 1 1 2 =21
1 -2 -3 1 1 -3
U e S ) I TR o e 0 I 2 Y
-11 11 -11 11
2 1 =2
1 -2 1
P e e -1 R T
-11 -11

Solucion: x=-1, y=2, z=-2

e xty—z+r=1 11 —-1:1 |1
xX-y —t=2p A'=[1 -1 012
z—1t=0 00 1:i-11]0
\—ﬁ,—J
A
11 -1
Tenemos que |1 =1 0 |[=-2#0
00 1
1-¢r 1 -1
2+t -1 0
. ¢ 0 1 =—3—z=3+z;
-2 -2 2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes

UNIDAD | 4
1 1-¢t -1 1 1 1-¢
1 2+¢ 0 1 -1 2+¢
0 ¢t 1 1+¢  -1-t _ 0 A R, P
y= = ; z= A1 =% =y
-2 -2 2 -2 -2
Soluciones: %, i Bl A, X)
D x—y—z+t=4]x-y=4d+z-1 _
y y L1540
xX+y+z—t=2|x+y=2-z+¢t ] |1 1
4+z—1 —1’ ‘1 4+z—t’
Jle-zer il 6 g0 W1 2-zer] 22w,
2 2 2 2
Soluciones: x=3, y=-1-A+WU, z=A, t=1
Estudia y resuelve estos sistemas, cuando sea posible:
[3x+y—z=0 [ x-2p+ z=22
a)y x+y+z=0 b){ 2x+ y+ z=-2
y—z=1 | X + y—2z=-2
- [ x+y =5
x+2y+z=0
) Y 1 @ x +z=06
) —Xx— =
Y y+z=17
—-y—z=-1
|[2x+y +z=11
A)3x+y-—z=0 31 110
x+y+z=0p A'=(1 1 1 0
y_z=1 01 -1 11
| —
A
Como |A|=-6#0, tenemos que: ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de
Cramer:

0 1 -1

3 0 -1
0 1 1 1 0 1
1 1 -1 2 0 1 -1| -4 2
X= e = — = — Y= —————— = — = —;
-6 -6 3 -6 -6 3
31 0
1 1 0
0 1 1 2 -1
=1 -1 =-2 ===
-6 -6 3
Solucion: x = i, y= 2, »= L
3 3 3

23
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b) x -2+ z=-2 1 211 )
2x+ p+ oz=-2¢ A'=|-2 1 1 | =2

X+ y-2z=-2 11 -21-2
|
A
1 2| _ _ -

Como 51| -3 y |A| =0, tenemos que ran (4A) = 2.

1 -2 -2
Ademids, |2 1 =-2|=18#0. Luego, ran (A") =3 # ran (A) = 2.

1 1 -2

Por tanto, el sistema es incompatible.

Q) x+2y+z=0 1 20110
x-y = 1lpA=(-1 1701
|
A
1 2 0
Como |A]=0, -1 -1 1|=01y 12 =1#0, tenemos que:
0 -1 -1 -1

ran (A) = ran (A") = 2 < n.° de incognitas. El sistema es compatible indetermi-
nado. Para hallar sus soluciones, podemos prescindir de la 1.* ecuacion y resol-
verlo en funcién de y:

X -y = 1| x=-1-y
-V -z == z=1-y

Soluciones: (=1 =\, A, 1 =N).

D oxty =5 11 0i| s
xoowz=6 1o 16
y+rz=17 0.1 1717
2x+y+z=11 2 11 11
| —
A
1 1 0
Tenemos que |[A’|=0y |1 0 1|=-=2#0.
0 1 1

Luego ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3. El sistema es compatible
determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.% ecuacion:

510 150 115

6 0 1 16 1 106

7 11 —4 07 1 -6 017 -8
=47 2 P2 =" =03 = _T9 _y
. -2 o e -2 -2 5z -2 -2

Solucion: x =2, y=3, z=4

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD | 4

4 | Encuentra el valor de a para que este sistema sea compatible:

2x+3y=5
x+2y=1
ax+ y=3
2x+ 3y =5 2 3! 5
x+2p=1¢ a=|1 2. 1], |4]=6-7a=0 — a=2,]2 3=120
a 1 7 |1 2
ax+ y=3 a
Si a= g, ran (A) = ran (A") — Sistema compatible.
Si a# g, ran (A) # ran (A" — Sistema incompatible.

5 |Resuelve los siguientes sistemas homogéneos:

[9x+ 3y +22=0

x+y— z=0
){ 12x— 3y —22=0 pyfo¥ " ¥ =0
& 4 8x+ y+4z=0
x—-2y+ z=0

x+2y-2z=0

a x+y- z=0 x+ y- z=0| 1 14

12x — 3y — 2z=0 x=2y+ z=0¢; A=|1 21

x—=2y+ z=0] 12x-3y-2z=0 | 12 -3 -2
Como |A|=0y ‘12 _12‘=—3¢0, entonces, ran (A) = 2,

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir
de la 3.2 ecuacion y pasar la z al segundo miembro:

z 1 ‘ ‘ 1 =z ‘
X+ y= Z} ez 2 = _z I - 2z _ 2z
X=——""= "=y yp=—"—"Z == ="=
X—2y=-z -3 -3 3 -3 =3 3
Soluciones: &, %, )
3
b) 9x + 3y +22=0 9 3 2
3x— y+ z=0 - 3 1 1
8x+ y+4z=0 8 1 4
X +2)-22=0 bz =
9 3 2
Como |3 -1 1|=-35#0, entonces: ran (A) = 3 = n.°de incognitas
8 1 4

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes




Discusion de sistemas mediante determinantes

Discute los siguientes sistemas segun los valores del parametro m:

[(mx+y+ z=4 [ x+ y+ z=m-1
a) x+ty+ z=m b){2x+ y+mz=m
xX—y+mz= 2 | x+my+ =z=1
[ x+ 2y+32=0 [ x+my+=z=4
)y x+my+ z=0 d) x+ 3y+z=5
[ 2x+ 3y + 4z =2 | mx + y+z=4
x +2z= 3 [2x+ y+ z=1
3x+ y+ z=-1 xX—=2+ z=m
e) Y ) Y
2y— z=-2 x+ y—2z=0
x— y+mz=-5 | X— y— z=m
aAmx+y+ z=4 m 1 11 4
x+y+ z=m; A'=|1 1 1 | m
X—y+mz= 2 I -1 mi 2
—_—
A

m= 1
Al=m?-1=0
4] = m <,

eSi m=1, queda:

11 1|4
a=l11 11 ::I Contradictorias —  Sistema incompatible.
1 -1 112

eSi m=-1, queda:

-1 1 1| 4
A'=|11 1 1 |- ::| Contradictorias —  Sistema incompatible.
1 -1 -1] 2

eSim#1ly m#-1 — ran (A =ran (A") = n.°de incognitas = 3

Sistema compatible determinado.

b x+ y+ z=m-1

1 1 1 | m-1
2+ y+mz=m A'=12 1 m m
x+my+ z=1 1 m 1 1
|
A
3+V9-8 _ 3+1 m=1
Al=-m?+3m—-2=0 — m= =
| A] = —m®+ 3m " ) S Y -2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD ﬁ

eSi m=1, queda:

0
1 ::| Contradictorias —  El sistema es incompatible.
1

1 111
A'=(2 1:2 | 2|. Las columnas 1.4 3.2 y 4.2 son iguales.
1 21 1
—
A
Como ; 1 ‘ =-120 — ran(A) =ran (A) = 2 < n.°de incognitas

El sistema es compatible indeterminado.

eSimzly m#z2 — ran(A) =ran (A") = n.°de incognitas = 3

Sistema compatible determinado.

) x+ 2y+3z=0

1 2 3]0
x+my+ z=0p A'=({1 m 1|0
2x + 3y +4z=2 2.3 412
| —
A
|A|=-2m+2=0 —» m=1
eSi m=1, queda:
1230 120
A'=[1 1:1 | 0|. Como ! 2‘=—1 y |1 1 0|=-2%0, entonces:
273 42 b 2 3 2

ran (A) = 2 # ran (A") = 3. Sistema incompatible.

eSi m#1, queda: ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3

Sistema compatible determinado.

d x+tmy+z=4 1 m 1] 4
x+ 3y+z=5, A'=|1 3 1|5
mx + y+z=4 m 1 114

N ——
A

|Al=m?-4m+3=0 — m=

4+N16-12  4+V4 442 m=3
22 < =1

2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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e) x +2z= 3

eSi m=3 queda:

4 S .
5 ::I Contradictorias —  Sistema incompatible.

1 1:1 |4
A'=|1 311 | 5] Lal?yla3.2fila son iguales.
1 1 1 4
-
A
Ademas, 1‘ =2#0. Luego, ran (A) = ran (A") = 2 < n.° de incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.
eSim#3y m#1 — ran (A =ran (A") = n.°de incognitas = 3.

Sistema compatible determinado.

1 0 2 3
3x+ p+ z=-1 4= 3 1 1 -1
2y - z=-2 loo2 -1 -2
X— y+mz=-5 -1 m1 -5
%/_/
A
FILAS
1 0 2 3| 10 2 3
4] = 31 1 -1f_ ev-3-a 0 1 =5 -10f_
0 2 -1 -2| 6o 0 2 -1 =2
1 -1 m -5 @G9-0a9 0 -1 m-2 -8
FILAS
1 -5 -10 1.2 1 -5 -10
=| 2 -1 -2 |= @y-2-a» 0 9 18 | =
-1 m-2 -8 3.+ (1 0 m-7 -18
9 18 9 1
- - 18 =18(-9-m+7) =
m—7 —18‘ ‘m—7 —1’ H-m+7)
=18-m—-2)=0 — m=-2
1 0 2
Ademds, |3 1 1[({=920 — ran(4) =3
0o 2 -1

eSi m=-2 — ran (A =ran (A") = n.°de incognitas = 3. El sistema es com-
patible determinado.

°Si m#-2 — ran (A) =4 #ran (A = 3. Sistema incompatible.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD | 4

H 2x+ y+ z=1 21 1

1
X—-2y+ z=m A= 1 -2 1 m
x+ y-2z=0 1 1 =2 0
ey zem 1 -1 =11 m
—_———
A
|4 =3m+3=0 - m=-1
-2 1 1
Eliminando de A4 la 32fila, |1 -2 1|=-3%0
1 -1 -1

®Si m=-1, queda:

-2 1 1 1

1 1 =2 0
1 -1 -1 1] -1

Entonces: ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3.

Sistema compatible determinado.

®Si m#-1, queda:

3 =ran (A) < ran (A") = 4. Sistema incompatible.

s7 |Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcion del parametro a:

[2x — y+ z=0 [ x+y+ z=0
a)y x+2y-3z=0 b)4 ax +2z=0

| 3x—4y—az=0 | 2x —y+ az=0

[ ax + y— z=0 '3x+3y— z=0
)y x+ 2+ z=0 d)4x+2y—az=0

| 3x+ 10y +42=0 |3x+4y+62=0
a)2x— y+ z=0 2 _1'1

x+2y-32=0p A=[1 23

3x —4y—az =0 3 4 —a

Como es homogéneo, sabemos que ran (4) = ran (A").

|A|=-5a-25=0 — a=-5

eSi a=-5 — Como =520 — ran(A) =ran (4" =2

2 —1‘

El sistema es compatible indeterminado.

eSi a#-5 — Solo tiene la solucion trivial (0, 0, 0).

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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b) x+y+ z=0 111
ax +2z=0 A'=|a O ,,,,, 2

2x —y+az =0 2 -1 a

Como es homogéneo, sabemos que ran (A) = ran (A").

\/ =-3
Al =—a’—a+6=0 — azli 1+24 _1+5
-2 -2 a= 2
eSi a=-3 0 a=2 — Como (1) §‘=2¢0 — ran (A) = ran (A") = 2

El sistema es compatible indeterminado.

eSia#-3y a#x2 — ran(A) =ran (A) = 3. Solo existe la solucion trivial
(0, 0, 0).

Oax+ y—- z=0

a 1:-1
x+ 2+ z=0¢p A'=|1 21
3x + 10y + 42 =0 310 4

Como es homogéneo, sabemos que ran (4) = ran (A").

|A|=—2a-5=0 — a=_75

* Si a=—% —  Como

_11’=3¢0 = ran (A) = ran (4") = 2
El sistema es compatible indeterminado.

eSia ;t—% — ran (A) = ran (A") = 3. Solo existe la solucion trivial (0, 0, 0).

d3x+3y- 2=0 3 301
dx+2y—az=0 A'=|4 2i-a
3x+ 4y +6z2=0 3 4 6
|A|=3a-46=0 — a=%
-Sia=%6 — Como 2 2‘=—6¢0 — ran (A) =ran (A4") = 2

El sistema es compatible indeterminado.

46

°Si a+ 3 — ran (A) = ran (A") = 3. Solo existe la solucion trivial (0, 0, 0).
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UNIDAD ﬁ

¢Existe algun valor de a para el cual estos sistemas tengan infinitas solu-
ciones?:

[3x—2y-32= 2

a)4 2x+ ay—5z=-4

x+ y+2z= 2

[ x+ y+ z=a-1

b){2x+ y+taz=a

| xt+tay + z=1

a)3x—-2y—3z= 2 3 2 -3 2
2xtay—-5z=-4; A'=(2 a -5 | —4
X+ y+2z= 2 11 2 2

%,—J
A
|A|=9a+27=0 — a=-3
®Si a=-3, queda:
3 2 3| 2
A'=(2 3 5| 4
1 1 2 2
3 -2 2
Como |2 7%|-_5 y |2 -3 —4| = 20, entonces:
23 11 2

ran (A) = 2 #ran (A") =3 — El sistema es incompatible.

eSi a=-3 — ran(A) =ran(4A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, no existe ningin valor de a para el que el sistema tenga infinitas

soluciones.

b) x+ y+ z=a-1 11 1] a-1
2x+ yt+az=a A'=12 1 a a
x+tay+ z=1 1 a1 1

-
A

3+V9-8 _3+1 a=1
-2 <a=2

|[A|=-a?+3a-2=0 — a-= 5

eSi a=1, queda:

1 1 110
A'=12 1 1 |1 :] Contradictorias. El sistema es incompatible.
1 1 111

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi a=2, queda:

1 1:1 1
A'=|2 1! 2 | 2. Lascolumnas 1.2, 3.2y 4.2 son iguales, y ‘1 1‘=—1 #0;
21
1 2 1 1
| ——
A

luego, ran (A) = ran (A") = 2. El sistema es compatible indeterminado.

eSiaz#zly a#2 — ran(A) =ran (A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones para a = 2.

Pagina 120

Matriz inversa
9 |Halla la matriz inversa de las siguientes matrices:
2 2

M=

VM= —4)
-5 2
a) |[M| =2#0 — lamatriz M tiene inversa. La calculamos:
1

o, —— Adj M) ——— (Adj D) ——— M(Adj D)

-4 5 -4 -5 -4 2 14 2 _ oyl

-2 2 2 2 -5 2 215 2

mt= 2 1) esla mauiz inversa.

-5/2 1
b) |[N| =6#0 — la matriz N tiene inversa. La calculamos:
1

oy ——— Adj(N) ——— (4dj ()Y ——— W(Adj )

2 -5 2 5 2 0 12 0)_

0 3 0 3 5 3 615 3

a_[1/3 0 o
N ( s/ 172] € la matriz inversa.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD
s10 | Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:
121 210
A=(0 1 0 B=(01 3
20 3 211
1 2 1
[A|=]0 1 0|=1#0 — Existe A
2 0 3
. . t -1 _ 1 . I3
o —— Adj (D) ——— (Adj (D) Al = ] (Adj ()
3 0 =2 3 0 -2 3 —6-1 3 —6-1
6 1 -4 - [-61 4| - |01 0] - [0 1 0f|=4a"!
-1 0 1 -1 0 1 2 4 1 2 4 1
2 1 0
[B|=10 1 3|=2#0 — Existe B!
2 1 1
o, —— Adj(B) ——— (AdjB)) Bl = |119| (Adj (B))'
-2 -6 =2 -2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0] 5 [-1 2 0| 516 2 -6 >3 1 =3|=p"!
3 6 2 3 -6 2 -2 0 2 -1 0 1

11 | Utiliza las matrices A~! y B! que has calculado en el ejercicio anterior para
resolver estas ecuaciones:

a)AX=B

b)XB=A4

ADAX=B - AMAX=A4"'B - X=4"B

3 -6-1\/2 1 0 4 —4 -19
X=A4'B=(0 1 0[O0 1 3]=l0 1 3
24 1/)\2 1 1 -2 3 13

b)XB=A — XBB'=4B"! - X=A4B"!

1 2 1)\ /(-1 =1/2 3/2 4 3/2 -7/2
X=A4AB1'=[0 1 0||3 1 =3|=|3 1 -3
20 3/\-1 0o 1 -5 -1 6

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Consideramos la matriz siguiente: A4 =

e

0
3
1

8 OR

a) Halla los valores de x paralos que A tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, A1 para x = 2.

a) Existe 47! solo cuando |A|# 0.

x 1 0
|[A|=10 1 3|=x#0 si x#0
x 1 1

Luego, existe A~! para todo x # 0.

b)Para x =2, tenemos que |A|=2#0, luego existe A~ en este caso. La cal-
culamos:

o, —— Adj (D) —— (Adj (D) —— ﬁ(ﬁldj )
2 6 -2 2 6 -2 2 -1 3 1212 32
1 2 0] (-1 2 0]>|6 2 -6]—> (3 1 =3]=A4"
306 2 3 6 2 20 2 a0 1

Forma matricial de un sistema

Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

[2x +y =2 [ x+ y— z= 3
a) y+3z=0 b){2x+ y+ z=-2
(2x+y+ z=2 | x—=2y—-3z=1
>x+y =-1 'x+2y+ z=3
'J) yt+tz==-2 d) 3y+ z=4
| x +z=3 | x+2y+2z=4
a)2x +y =212 1 0| [«x 2
y+3z=0¢10 1 3|-[y]|=]0
2x+y+ Z=2 2 1 1 z 2
—_— -~ -
A X = B
|A]=2#0 — Existe A™'. La calculamos:
o —— Adj () ——— (Adj (WD) ——— ﬁ(Adj )
-2 -6 2 -2 6 2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0> 1|-1 2 0|>1]6 2 -6]—> (3 1 =3|=4"
3 6 2 3 -6 2 -2 0 2 -1 0 1

34
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Luego:
A-X=B — A1 4-X=41B -
-1 -1/2 3/2 2 1
- X=A1-B=|3 1 3|-[0]|=]|0
-1 0 1 2 0
Por tanto: x=1, y=0, =0
b) x+ y- z= 3 11 -1 x 3
2+ p+ z=-2 21 1 y|=[-2
x—2y-3z= 1 T -2-3 z 1
D e - -
A X = B
|A|=11#0 — Existe A7'. La calculamos:
o, —— Adj(A) —— (Adj (D)} ——— ﬁ(Adj(A))t
-1 -7 -5 -1 7 -5 -1 5 2 -1 5 2
5 23|55 23|57 235 L7 2-3]-a
2 3 -1 2 -3 -1 5 3 -1 Wls 3 4
Luego:
A-X=B — A1 4-X=41'B -
-1 5 2 3 -11 -1
> x=4al-B=L|7 2 3| [2|=L]2]|=]2
Wils 5 qf 1] Wi (=2
Por tanto: x=-1, y=2, z=-2
ox+y =-1 11 0 x -1
y+z==2¢ 10 1 1 y|l=[-2
x +2= 3| \1 0 1 z 3
— — —
A X = B
|A]=2#0 — Existe A™'. La calculamos:
o, —— Adj (D) ——— (Adj (WD) ——— ﬁ(Adj(A))t
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1
11 <] {11 1|1 1 ] L1 1 2] =4
11 1 1 -1 1 1011 2\ 011
Luego:
A-X=B - Al -4.-X=41B -
1 -1 1 -1 4 2
S ox=at-p=L|1 1 | |=2|=L|-6]|=|3
2l 1 1) 3] 212 1
Por tanto: x =2, y=-3, z=1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Dax+2y+ 2=31 11 2 1) [«x 3
3y+ z=4p |0 3 1 y|=(4
x+2p+2z=4| \1 2 2 < 4
N - —

A X = B

|A|=3#0 — Existe A™'. La calculamos:

o, ——— Adj(4) —— (Adj (D) —— |le|(Adj @)

4 -1 -3 41 -3 4 -2 1 4 -2 -1
21 0|21 olo(1 1 215 L1 1 1] =4
101 3 11 3 30 3 513 0 3
Luego:

A X=B — A1 - 4-X=41B —>

4 -2 1\ (3
> x=4atl-B=L]1 1 4| |4|=1L
313 0 3 5

Por tanto: x=0, y=1, z=1

Escribe en la forma habitual estos sistemas y resuélvelos si es posible:

13 2\ _(4 2 .
a) y|= b)|3 -1 x)= 0
1-1-1 e 0 2 1]\ 1
A x+3y+2z=4 X+3y=4-2\
x— y-— z=0 xX— y=2»A
4-20 3 ‘1 4—27»‘
e R et R R 11 A b —4+3h_4-3)
1 3 4 R 4 4 4
el
4 4 —
Solucion: x = z}b,y= 437L, z=1
b) x+y=4
3x -y =0 Comprobamos si tiene solucion:
2x-y=1
1 1 4
3 -1 0|=-820 — ran(4) =3
2 -1 1
‘1 1 20 = ran(4) =2
3 -1

Como ran (A) # ran (A"), el sistema es incompatible.
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PARA RESOLVER

s15 |Determina los valores de m para los cuales son incompatibles estos siste-

mas:
>mx—y— z=m (m+1Dx+ y+ =z=3
Ay x—-y+tmz=m b) x+2y+mz=4
x+ty+ =-1 X+ my+ 2z=2
2x + y— z=m—4
<) (m-06)y+3z=0
| (m+ D x + 2y =3
ayymx—y— zZ=m m -1 -1 | m
x—-—y+mz=m g A'=|1 -1 m |'m
x+y+ Z=—1 ]. 1 1 —1
S —
A

|A|=-m?-2m—-1=-(m+1?*=0 — m=-1

e Si m=-1, queda:

-1 -1 -1]-1
A'=|1 -1 -1 | -1 :| Contradictorias. El sistema es incompatible.
1 1 1 1-1

e Si m#—1, es compatible determinado, pues ran (A) = ran (A") = 3.

e Por tanto, solo es incompatible para m = —1.

by(m+ Dx+ py+ =z=3 m+1D 1 1 3
X+2y+mz=4 p A= 1 2 m | 4
x+my+ 2z=2 1 m 2 2

A
m= 0
|A|=—m3—m2+6m=—m(m—2)(m+3)=0<m= 2
m=-3

e Si m=0, queda:

1 1:1 3
A'=[1.2:0 | 4
1 0 212
-
A
113
Como |} 1‘=1 y |1 2 4| =0, entonces:
L2 10 2

ran (A) = ran (A") =2 —  Compatible indeterminado.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi m=2 queda:

31113
=1 2 2| 4
4 1 2 21 2 ::I Contradictorias —  Sistema incompatible.

®Si m=-3, queda:

-2 1:1 3 2 1 3
A'=[1 2:-3 | 4| Como —2 1‘ =Sy |1 2 4|=-45
1 3 2 2 T2 1 -3 2
[ —
A

entonces: ran (A) =2#ran (4) =3 — Sistema incompatible.

eSi m#0, m#2 y m#-3 — Sistema compatible determinado, pues
ran (A) = ran (A") = 3.

Por tanto, es incompatible para m =2 y para m = —3.

2x + y- z=m-4 2 1 -1 | m—-4
(m-6)y+3z=0 A= 0 m-6 3 0
(m + Dax + 2y =3 m+1 2 0 3
A

|A]=m?-2m—-15=0 —

_2+V4+60 _ 2+8 m=5
m 5 <

2 m=-3

eSi m=5, queda:

2 10411 2 1 1
A=0 =13 | 0] como |? 1‘——2¢Oy 0 -1 0|=o0,
6 2 03 0 -l 2 3
A
A

entonces ran (A) = ran (A") = 2; el sistema es compatible indeterminado.

e Si m=-3, queda:

2 11| -7 2 1 -7
a=l0 93 0] como |* ! ‘=—18 vy |0 -9 0l=72
272 0 3 0 - 2 2 3
[
A

entonces ran (A) = 2 # ran (A") = 3. El sistema es incompatible.

eSi m#5 y m=#-3 — Sistema compatible determinado, pues
ran (A) = ran (4") = 3.

Por tanto, es incompatible solo para m = -3.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD | 4
Discute y resuelve segiin los valores de a:
at+l)x+2y+z=a+3
ax+ y=2-2a ( ) Y
a) b) ax+ y =a
x+tay=a-1
ax+3y+z=a+2
A ax+ y=2-2a| (45 1 ‘ 2-2a
x+ay=a-1 1 a a—1
—
A
a= 1
lal=a?-1=0< ,_ ;4
*Si a=1, queda:
A= (i 1 8) El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos:
x+y=0 — y=-x Soluciones: x =N, y=-A
eSi a=-1, queda:
A= _11 11 42) Las ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.
eSia#x1lya#-1 — ran(A) =ran (4A) = n.°de incognitas = 2.
El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:
2-2a 1 ’
_la-1 al_ 2a%+a+1 _ (2a-D@a-1) _ 2a-1
a’—1 a’—1 (a+ Da-1 a+1
‘a 2 - 2a ‘
y= 1 a-11_ad+a-2 _ (a+2a-1) _a+?2
a’—1 a’ -1 (a+D@a-1 a+1
Solucion: x= —24—=1 cy=4 * 2
a+1 a+1
b)a+Dx+2y+z=a+3 a+1 2 1| a+3
ax+ y =a A'=| a 1 0 a
ax+3y+z=a+2 a 3 lla+2
%/—/
A

|[A|=a+1=0 - a=-1

e Si a=-1, queda:

0 2:1/| 2
A'=[-1 1:0 | -1|. La 1.2 fila es la 3.2 menos la 2.2,
-1 3 1 1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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‘ 0 2‘ =2 #0; luego, ran (A) = ran (A") = 2.
El sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo podemos prescindir de la 3.2 ecuacién y poner las otras dos

variables en funcion de y:
2y+z= 2
x=1+y, z=2-2y
—X +y =

Soluciones: x=1+L, y=A, z=2-2L

eSi ax-1 — ran (A =ran(A) =3 — Compatible determinado.

Lo resolvemos:

a+3 21 a+3 a+3 1
a 1 0 a a 0
la+2 3 1| _a+1 B a a+2 1| 0
X = = =1 y= = = 0;
a+1 a+1 a+1 a+1
a+l 2 a+3
a 1 a
_ a 3 a+2 _2a+2_2(a+1)_2
=7 a+1 S a+l a+1

Solucion: x=1, y=0, z=2

Discute y resuelve, segin los diferentes valores del parametro a, estos sis-
temas de ecuaciones:

ax+7y+20z=1 x+ y+ z=1
a)jax +8y+23z=1 b))y ax =2
x —az=1 ay+2z=0
Aax+7y+20z=1 a 7 20 |1
a=1
ax+8y+23z=1¢ A'=|a 8 23 | 1 |A|=1—6l2=0<a=_1
X - az=1 10 —all
\_ﬂ{—d
A

eSi a=1, queda:

1 7 20 |1
A'=11 8 23 | 1|. Observamos que la 1.? y la 3.2 columna son iguales.
10 -1 1
| —
A
Ademas, g‘ = -8 #0; luego ran (A) = ran (4") = 2.
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de la 1.2 ecuacion:

x+8y=1-23z
8y=1-23z2-1-2=-242 — y=-3z
X =1+ =z

Soluciones: (1 + A, =3A, M)

e Si a=-1, queda:

17201 171
A'=[-18123 | 1. como 18‘=—8¢Oy 18 1|==2=0,
101 |1 1o 101
.
A

ran (A) = 2 # ran (A") = 3. El sistema es incompatible.

eSiazxly a#-1 — ran (A =ran (A) = n.°de incognitas = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:

1 7 20
1 8 23
ool 0 —al _ 1-a _ 1
1— a2 A-aX1+a) 1+a
a 1 20
a 1 23
y= 1 1 —al _3-3a_ 3d-a) _ 3
1—a® 1-a? A-a+a) 1+a
a 7 1
a 8 1
Lo 11 0 11 a-1 . - _ -
1 — a2 -0 +a) A-a+a) 1+a
Solucion: x = — S 3 , = -1
1+a 1+a 1+a
b) x+ y+ z=1 11 1] 1
ax =2 A'=|la 0 O 2
ay+2z=0 0O a 210
—
A

=0
|A|=—a(2—a)=0< a=2

eSi a=0, queda:

o O =

11
A'=(0 O
0 0

1
2|. Sistema incompatible (1a 2.* ecuacion es imposible).
0

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi a=2, queda:

1 1 1 1
A'=[2 0 0 | 2| Lal? yla3.?columna son iguales.
02 210
[ ——
A
Ademas, (1)‘ =-2#0; luego ran (A) = ran (4") = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos. Podemos prescindir
de la 3. ecuacion:
x+y+z=1

2x =2

x=1
} } Soluciones: (1, -\, X)
y=l-x-z=-z

eSi a0y a#2 — ran (A =ran (A") = n.°de incognitas = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:

1 1 1 1 1 1
2 0 0 a 2 0
1o a 2| _ 20-a 2 1o 0o 2| _ 20-a) _ -2
x = = == y= = ==
—a(2 —a) -a2-a) a —a2 —a) -a2-a) a
1 1 1
a 0 2
o110 a 0l _-aC-a _,
_a(z _ g) —a(Z — Ol)
Solucion: x = E, y= _—2, z=1
a a

s18 | Discute y resuelve los siguientes sistemas:

[ A +2z=0 [(m+2)x+(m-1)y-z=3
a) Ay— z=4 b) mx — y+z=2
x+3y+ z=5 | x + my—z=1
[Ax+3p+ z=1A [ mx+ y+ =z=2
)y x+ly+iz=1 dy 2x+my+mPz=1
x+ y— z=1 | 206+ y+ z=2
a) Ax +2z=0 A0 2 0
Ay— z=Ap A'=|0 A -1 | A
1 3 1 5

x+3y+ z=5

A=A +A=MA+D=0 - A=0y A=-1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi A =0, queda:

00 210

A'=1|0 0 -1 | 0]. La 1.2 fila es la 2.* multiplicada por —2.
1:3 115

0 -1f_ _ _

‘5 ) ‘ =3#0; luego ran (A) = ran (A") = 2.

El sistema es compatible indeterminado.

Lo resolvemos prescindiendo de la 1.* ecuacion:
=Y 0; x=5-3
z = ; X = —
x+3y+z=5 i

Soluciones: x=5-3\, y=A, 2=0

eSi A=-1, queda:

1012 | 0
a=l0 1 2
1 3 1 5
-1 0 O
‘_1 O‘=1y 0 -1 -1|=2#0; luego 2 =ran (4) <ran (4 = 3.
0 - 135

El sistema es incompatible.

eSi A0 y A=-1:
ran (A) = ran (A") = 3. El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos:

0 0 2
A A -1
5 3 1 —4A 4

WA+  MA+D A+l

o0 2
0 A -1
15 1| AM+3h MA+3) A+3
T 0 MA+D AMA+D A+l

A
0
1

W > O
W > O

_ 202 _ 2
AL+ 1) AL+ A+1

N

4 _7»+3 B 2\
A Y T 1 T

Soluciones: x =

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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b)(m+2x+(m—-1Dy—-z=3 m+2 m-1 -1 3
mx — y+tz=2¢ A'=| m -1 1 2

X+ my—z=1 1 m =111

A
m=0
4] = —m(m +1) =0 <_ e

e Si m=-1, queda:

1 —2i-1 | 3
A'=|-1 -111 2
1 2121 1
1 2 3
’1 ‘2‘=_3 y |-1 -1 2| =120, luego 2 = ran (1) < ran (4" = 3.
-1 - 1 -1 1

El sistema es incompatible.

e Si m=0, queda:

2 -1:-1 | 3
A'=10 171 |2
1 0 -1 1
2 -1 3
‘2 _1‘=—2 y |0 -1 2|=-1#0; luego 2 =ran (A) < ran (4") = 3.
0 -l 10 1

El sistema es incompatible.

°Si mz—-1y m#=0: ran (4) = ran (4" = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:
3 m-1 -1
2 -1 1
1 m -1 _ 2m+1

_m(m + 1) m(m + 1)

m+2 3 -1
m 2 1
1 1 -1

-m(m +1)

<

I

I
3|~

m+2 m-1
m -1
1 m 1 2m + 1

= -m(m + 1) ) m(m + 1)

[\SRRON}

Soluciones; x=2m*1 1 _ 2m+1
m(m + 1) m m(m +1)
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O dx+ 3y e 2= A3 o1
xX+Ay+Az=1, A'=(1 A A | 1
X+ oy— z=1 11 -1/ 1
| —
A
lal =202 + 20 + 4 =0 < A=t
A=2
eSi A=-1, queda:
-1 301 [-1
A'=| 1 -1i-1] 1. La4.2columna es igual ala 1.2y la opuesta de la 3.2,
1 1 -1 1
-1 3

=-2#0; luego ran (4) = ran (4") = 2.

y‘l -1

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos prescindiendo de la
1.2 ecuacion:

xX—-y—-z=1| x-y=1+z

xX+y—z=1] x+y=1+z

L+z _1‘ 1 1+z
l+z 1 2+2z ‘1 1+z’
X = = =l+z, y= ————=0
1 -1 2 Y 2
1 1

Soluciones: x=1+\, y=0, z=»A

®Si A=2 queda:

2 3.1 | 2
A=[1 212 1 |. La 1.2 fila es la suma de las otras dos.
1 1 111
2 3| _ - "=
Y 1#0; luego ran (A) = ran (A") = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos prescindiendo de la
1.% ecuacion:
X+2)+2z= 1} x+2y= 1—22}

x+ y—z=1| x+ y=1+z2

‘1—22 2‘ 1 1-22
T+z 1 -1-4z ‘1 1+z‘ 3z
X = = =1l+4z; y= ———— =—=3z
1 2 -1 Y -1 -1
1 1

Soluciones: x=1+4A, y=-3\, z=1LA

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi A#x—1y A#2: ran(A) = ran (A) = 3. El sistema es compatible deter-
minado.

Lo resolvemos:

A3 1
1 A A
111 a2 a2+ 4
* 2420 +4 2N+ 20+ 4
AA 1
1 1 -\
1 1 -1
=~ =0
Y 202+ 20 + 4
A3 A
1 A 1
D S S 0
202+ 20+ 4

Solucion: x=1, y=0, z=0

dD mx+ y+ z=2 m1l 11 2
2x+my+mPz=1; A'=|2 m m?| 1
2x+ y+  z=2 211 2

-
A

|[Al=-m3+3m?-2m=0 - m=0, m=1, m=2

e Si m=0, queda:

0 1:1 2
A=[2 0i0 | 1
2 1 1 2
0o 1 2
‘0 1‘=—2y 2 0 1|=2#0; luego 2 =ran (A) <ran (A" = 3.
2 0 2 1 2

El sistema es incompatible.

eSi m=1, queda:

2 1 1 2
/ =
4 ; 1 1 é ::I Ecuaciones contradictorias.

El sistema es incompatible.

*Si m=2 queda:

2 101 | 2
A'=[2 214 | 1| Lal?yla22fila son iguales.
2 1 1 2
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‘ g ;‘ = 2; luego el sistema es compatible indeterminado.

Lo resolvemos:

2x+ y+ z=2| 2x+ y=2-z
2x+2p+4z=1| 2x+2y=1-4z

2—-z 1
1-4z 2 3+2z 3
= = =_+ .
* 2 1 2 2
HH
‘2 2—2‘
2 1-4z -2 -0z
- = =_1—
y > 5 3z

Soluciones: x = % +A y=-1-3\ z=A

eSim#0, m#1y m+#2: ran (A) = ran (A")
El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos:

2 1 1
1 m m?
oo d2 1 1l
-m3 + 3m? - 2m
m 2 1
2 1 m?
_ 12 2 1 _2m+dmPem -2
Y —m3 + 3m2—-2m —m3 + 3m2-2m
20m—=2) (m*—=(1/2))  2m*-1 .
—m(m — D(m - 2) m2—m’
m 1 2
2 m 1
2 1 2 2m? —5m +2
z= = =
—-m(m —D(m—-2) —mim—1D0m—2)
_ (m-2)C2m-1)  2m+1
—-m(m—-1Dm—-=2) m?-m
) 2m? -1 2m+1
Soluciones: x=0, y=— , Z=—
m=—m me—m

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Discute los siguientes sistemas en funcion del parametro y resuélvelos cuan-
do sean compatibles:

ax +y =0 [ mx + y+z=0
a) —y+2az=0 b) x—my—z=1
|—x + ay =0 | 2x+ y+z=0
(kx + Ry— z=2 x+ 3+ z=5
3x—Fk =0 mx +2z=0
) " )
5x + ky =0 my— z=m
x +2z=1 x— y+ z=0
a) ax+y =0 a 1 0 [0
—y+2az=0p A'=({0 -1 2a |0
_x+gy =O -1 a 0 O
—_—

A

Se trata de un sistema homogéneo, por tanto siempre es compatible.
|A| = -2a>-2a=0 — a=0

e Si a=0, queda:

01010

A'=10 -1:0 |0 Lal?ecuacion es la opuesta de la 2.%
-1 0:0 |0

0 -1 _ _ -

‘ 1 0 ‘ =-1#0; luego ran (4) = ran (4") = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos prescindiendo de la
2.4 ecuacion:
y=0 . . o
: Cualquier valor de =z satisface la ecuacion.
_x =
Solucion: x =0, y=0, z=2XA
eSi a#0: ran (A) = ran (A") = 3. El sistema es compatible determinado y su
Unica solucion es la trivial.

Solucion: x=0, y=0, z=0

b)mx+ y+z=0 m 1 110
x—my—-z=1p A'=(1 -m -1|1
2x+ py+z=0 110

| ———
A

m=1
Al=-m?*+3m-2=0
|A| = -m? + 3m <m—2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi m=1, queda:
1 1:1 [0
A=11 -1-1 |1
2 1 1 10

1 1 0

Dol 5y 1 -1 1]=120; luego 2 = ran (A) < ran (4" = 3.
b 2 1 0

El sistema es incompatible.

e Si m=2 queda:

2 1:1 |0
A'=|1 =2:-1 1| Lal?yla3.2?fila son iguales.
21 1 10

2 1
1 -2

‘ =-5#0; luego ran (A) = ran (A") =2

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos prescindiendo de la
3.2 ecuacion:

2+ y+z=0| 2x+y=-z 2 1] 5
x-2y—-z=1 x-2y=1+z ‘1 —2‘__
PR
1+z 2 z-1_1 =z
-5 ) 5 5
F
_11 1+z| 243z 2 iz
Y s S 50
1 A 2 3
Soluciones: x=——-—, y=————"A, 2=1A
oluciones: x 55 y 5~ 5h z

eSi m#1y m#2 ran(A) =ran (A" = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:

0 1 1 m 0 1

1 —-m -1 1 1 -1

0 1 1 2 0 1 m— 2 -1
Xx=——""—"-=0; y= = = ;

—-m?+3m—2 —m?+3m-2 —-(m-2)(m-1 m-1

m 1 0

1 -m 1

2 1 0 -m + 2 1

T T 43m—2 —m-2m-1 m-1

-1 1

)

Soluciones: x =10 =
, Y m—1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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o) kx+ky— z=2 bk —1 2
3x — ky =0 A= 3 k0 0
5x + ky =0 5 k0 0
x  +2z=1 1oz 11

|
A

|A| = -40k=0 — k=0

eSi #0: Como ran (A) <4 y ran (A) = 4, el sistema es incompatible.
eSi k=0, queda:
-1

. La 2y la 3. ecuaciéon son equivalentes.

S O O O
_ O O N

N OO

Podemos eliminar la 3.# ecuacion. La matriz ampliada se transforma en:

0O 0 -1]2
B'=13 0 010
1 0 211
-
B
0 -1 2
Como |B|=0vy [3 0 0|=1520, ran (B) <ran (B") = 3.
1 2 1

Por tanto, en cualquier caso, el sistema es incompatible.

d x+ 3+ z=5

1 3 1 5

mx +2z=0 ) m 0 2 0

my— z=m 0 m -1 m

X— y+ 2=0 1-11 1|0
A

m =0
Al=-m2+7m=0
a1 <"

eSi m#0 y m+7:

Como ran (A) <4 y ran (A") = 4, el sistema es incompatible.

eSi m=0, queda:

1 3 1 5
0 0 0 . a e .

A= 0 0 -1 ol La 2. y la 3.2 fila son equivalentes.
1 -1 1 0

Podemos eliminar la 2.2 ecuacion.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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La matriz ampliada se transforma en:
1 3 115

B'=10 0 -1/0
1 -1 110

| —
B

Como |B|=-4#0, ran (B) = ran (B") = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:

5 3 1 15 1
0 0 -1 0 0 -1
wodO -1 1] _ 55 _l1r o 1l 55,
4 4 4’ Y 4 4 4
1 3 5
0 0 0
P I S GO
—4

1
. Como 2|1=56#0, ran (A" = ran (A) = 3.

-1

|
—_
S O oW
[N
~ O W

El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos prescindiendo de la 4.* ecuacion:

5 3 1
0 0 2
o7 7 -l =28 _ 1
56 56 2
1 5 1
0 2
0 7 -1 70 _5
y=—=_=_
56 56 4
1 3 5
7 0 O
_lo 7 71 98 7
56 56 4
on xe—t o2 T
Soluczon.x——z,y—4,z 7

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Escribe las ecuaciones lineales del sistema AX = B siendo:

1 -1 4 11
A=|3 1 0|y B=| 5|, yresuélvelo.
-1 0 1 2
1 -1 4\ (x 11
AX=B > [3 1 o||ly|=]|>5
-1 0 1/\=z 2

Multiplicando las matrices del primer término:
xX—y+4z=11
3x +y =5
—X + z= 2
Resolvemos el sistema:
1 -1 4 |11
A'=13 1 0|5
-1 0 112

——
A B

—_

()

,_\
Xl D ®|o — L
— SN
—
(@)

|
—_
o
NS}

Solucion: x=1, y=2, z=3

Dada A=(2 3
1 2

, halla una matriz X tal que AXA=(1 1).

23

& Multiplica dos veces por A™, una vez por la izquierda y otra por la derecha.

Calculamos A7 (JA|=1#20 — existe A1)

L (ady Y

e R R F R R A

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Por tanto:

e Pt R IE

s22 |Resuelve la ecuacion AXB = C siendo:
A=(3 2) B2 3) C=(1 1)
4 3 1 2 11
AXB=C — A1 A-X-B-Bl=41.¢c-B! - Xx=41.-C¢c B!
Calculamos 47! y B! (JA|=1 vy |B|=1 — existen 471 y B™):
o, ——— Adj () ———> (Adj ) ——— ﬁ(Adj )
34 L (3 -4) L (3 -2) . (3 -2|_ 44
2 3 -2 3 -4 3 -4 3
o, —— Adj(B) ——— (Adj(B) —— ﬁ(ﬁldj B)
2 1) (2 —1)_> (2 —3)_> (2 —5)=B_1
3 2 3 2 1 2 1 2
Por tanto:
X=A_1'C'B_1=5_2-11.2_5=
-4 3 1 1 -1 2
(1 1) (2 B)\_[1 4
-1 -1 -1 2 -1 1
23 | Dadas las matrices:
4ol 0 1 _[3 o —1) c=(1 2) D=(—8)
1 -1 5 1 1 0 3 -1 -2

halla la matriz X que verifica (AB'+ €)X = D.

AB'+O)X=D — UB'+CO)y'UB'+ O)X=AB' +CO)'D —
- X=WUB"+O'D
1
1+ 2 ) =

A B A R

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1 -1 5
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34

e Calculamos E' (|[E|=6#20 — existe E7V):
1

o, —— Adj(E) ——— (Adj E) —— m(Adj B)
-1 1 -1 -1 -1 0 1(-1 o0 4
— =E
0 -6 (o _6)_> (_1 —6)% 6(—1 —6)
e Por tanto:
B _ 1(-1 0)(-8 18 4/3
— Bt 1 = 1= — [ =
X =Bt CmD = ERD 6(—1 —6)(—2) 6(20) (10/3
Halla X tal que 34X = B, siendo:
102 102
A=[01 1 B=|101
101 111
34X=B — X=%A‘1-B
Calculamos A1 (|JA|=-1#%20 — existe A™):
o, ——— Adj(4) ——> (Adj (D) —— ﬁ(Adj(A))’
1 -1 -1 1 1 -1 1 0 =2 -1 0 2
0 -1 0f>10 -1 0] |1 -1 1| —> [-1 1 1]|=4"1
2 1 1 -2 -1 1 -1 0 1 1 0 -1
Por tanto:
-1 0 2 1 0 2 1 20 1/3 2/3 0
x=2]1 1 1|1 0 1]=Lf1 1 0|l=(1313 0
31 0 1) V11 1] 3lo-11 0 -1/3 1/3

Resuelve el siguiente sistema:

2 0 5 x -3 4

1 1=2||y|+|1]|=[—1

11 1) \= 2 1
2 0 5 X 7
1 1 =2 y | =|-2| Calculamos 47! (JA|=1620 — existe A7)
11 1 z -1
—_— - -~

A X = B

fty ——— Adj () ——— (Adj WY ——— T (Adj (Y
3 -1 2 3 1 2 3 5 -5 135—5
—572—)57—2—>179—>—6179
-5 9 2 59 2 2 2 2 161 5 2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD | 4
Por tanto:
1 3 5 =5 7 . 16 1
A-X=B - X=A—1~B=_6 1 7 9|-[-2 = 1¢ 16| =|-1
160, 2 2] \af 0146 1
X 1
Luego [» | =|-1]; esdecir: x=1, y=-1, z=1
z 1

Discute el siguiente sistema segiin los valores del parametro a y resuélve-
lo en los casos en que sea compatible:
x - az =-1
x+(@a+3)y+ (4—-a)z=0
x+(@a+3)y+(@+2z=a+2

x+@+3)y+ G-az=0 A'=|1 a+3 4-a 0
x+@+3)y+@+2z=a+2 1 a+3 a*>+2 | a+2
A
-3
|A|=a3+4a2+a—6=0< =2
a:
*Si a=-3, queda:
10 3 | -1
A'=|U 0 D 0
1 0 11 -1
e
A
1 3 -1
Como 2‘=4Y 1 7 0|=-8#0, entonces ran (4) =2 #ran (A" = 3.
1 11 -1

El sistema es incompatible.

eSi a=-2 queda:

1 02 | -1
A'=[1 1:6 0 |. La22yla3.2fila son iguales.
1 1 6 0
-
A
Ademas, (1) #0; luego ran (A) = ran (A") = 2 < n.°de incognitas.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos en este caso. Podemos
prescindir de la 3.* ecuacion (puesto que es igual que la 1.%):

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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x  +2z=-1| x+2z=-1 1 2
=4
xX+y+6z= 0| x+6z=~—y ‘1 6‘
‘—1 2‘ ‘1 _1‘
ool 6l 62y 11 | _ oyl
4 4 7 4 4
3+A A+ 1
Soluciones: x = > =\ z=- 7

1 0:-1 | -1
A'=|1 4.3 | 0
1 4 3 3
NI
A
1 0 -1
Como ‘=4y 1 4 0]|=12#0, entonces ran (A) = 2 #ran (A') = 3.
1 4 3

El sistema es incompatible.
°Sia#-3, a2y a#l — ran(A4) = ran (A") = 3 = n.° de incognitas.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:
-1 0 —a
0 a+3 4-a

a+2 a+3 a*+2| a’+5a+6 ~

(a+3)a+2a-1 (a+3a+2a-1

_ @+3)a+2) 1
S @+3)a+2Da-1 a-1

1 -1 —a
1 0 4—a
11 a+2 a*+2]| a* - 3a - 10 ~
Y G na -1  @a+da+a-1

_ (a+2)a-5) _ a-—5 _ a—>5
(a+3)a+2(a-1 (a+3)a-1) a*+2a-3

1 0 -1

1 a+3 0

1 a+3 a+2| a*+5a+06 ~
(@+3a+2Da-1) (@a+3)a+2a-1)

z

_ @a+3)a+2) 1
(a+3)a+2)a-1) a-1
Soluci o1 __a-5 _ 1
oluciones: X 01—1’ y 0l2+20l—5’ z 4—1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD ﬁ

Averigua los valores de o para los cuales admiten infinitas soluciones los
sistemas siguientes. Obtén todas las soluciones e interpreta geométrica-
mente los resultados obtenidos:

x+ y+2z=3
ox— y=1
a)y x+2y+oz=5 b)
x—oy=20-1
2x+ y—3z=4

a) x+ y+2z=3 11 2 |3
x+2y+0z=5; A'=[1 2 o |5 |[A]=00-9=0 — a=9
2x+ y—3z=4 21 314
| —
A

eSi 0=9, queda

1 11 2 3 1 1 3
A'=11.2:9 51. Como 1 1‘=1 y |1 2 5|=0, entonces:

21 -3 4 L2 2 1 4

[ —

A

ran (A) = ran (A") = 2 < n.° de incognitas. El sistema es compatible indeter-
minado. Lo resolvemos.

Podemos prescindir de la 3.2 ecuacion y pasar la z al 2.° miembro:

3-2z 1‘ ‘1 5—22‘
x+ y=3-2z _ _
y x:M:l-{-Sz;y:% =2_7Z
x+2y=5-9z 1 1

Soluciones: x=1+5\, y=2-7A, z=X

Geométricamente, son tres planos que se cortan en una recta.

eSi %9 — ran (A =ran (A") = n.°de incognitas = 3. El sistema es com-
patible determinado. Lo resolvemos:

3 1 2
5 2 o

PO I T =0c—9=1;
o-9 -9
1 3 2
1 5 o

y= 2 4 3 =20c—18=2(0c—9)=2;
-9 -9 o-9
11 3
1 2 5

z= 1 41__ 0 =0. Solucion: x=1, y=2, z=0
-9 o—-9

Geométricamente, son tres planos que se cortan en el punto (1, 2, 0).

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes

57



58

s28

b)ox— y=1 }A,zoc —1‘ 1 )
x—oy=20-1 1 —o | 200-1
—
A

- 2 _ (x=1
|A]=—-a?+1 O<oc=—1

eSi o=1, queda:

A= (1 -1 1 . Compatible indeterminado. Lo resolvemos:

1 -1

x—-y=1 — x=1+y Soluciones: x=1+A, y=A»A
Geométricamente, son rectas coincidentes (se trata de la misma recta).
eSi o=-1, queda:

-1 -1 1
1 1 -3

A=

). Las ecuaciones son contradictorias.

El sistema es incompatible. Geométricamente, son dos rectas paralelas.
eSiazly ax-1 — ran (A =ran (A) = n.°incognitas = 2.
El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:
201 ol
20-1 -0
x =

= o—1 _ ~1-o _ a1
1-or  d-wl+o (d-wl+e 1+’
il
1 20-1] @-DQa+ D 201
Y 1- 02 -+ o+ 1
Solucion: x = -1 = 20— 1
I+o o+1

Geométricamente, son dos rectas que se cortan en un punto.

Calcula la matriz inversa de cada una de las siguientes matrices para aque-
llos valores de a que sea posible:

ofe

Rl

2" a

a) A= ? o |A|=a?+ 1#0 para cualquier valor de a.

Luego, existe A~' para cualquier valor de a. La calculamos:

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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o; —— Adj (D) ——— (Adj (A)) —— &T(Adj )y

a 1
a 1 a -1 a 1 a?+1 at+1|_
-1 a 1 a -1 a -1 a
at+1  a*+1
b) A = ? 4l 5 JAl=2a#0 si a#0. Solo existe A7 si a#0.
a

La calculamos en este caso:

o, —— Adj(4) —— (Adj (D) —— ﬁ(Adj )

1 =t
_ _ 2 2

a 1 a —1 a—al _, - 41
a 3 -a 3 -1 3 -1 3
2a 2a

QA=

“52 0) S JAl=(@-2a#0 si a%z0y a%2
a

Existe 47! solo cuando a#0 y a# 2. La calculamos en este caso:

o, —— Adj(4) —— (Adj (D) —— |le|(Adj @)

a 0 a 0 |, yfla 0 ) _ [a-2 - 4
0 a-2 0 a-2 0 a-2 0 1
a
10 -1
Halla, en funcion de a, el rango de lamatriz A=| 0 a -3 | y calcula, si exis-
41 a

te, la matriz inversa A™! enlos casos a=1y a=-1.

10 -1
A=|0 a 3| - |Al=a*+4a+3=0 —>
4 1 a
4+V16-12  —4+V4 442 a=-1
- oas 2 S < 4-3
0 -
a=[0] a \ _‘=—3¢0
4 1 a 0 -3

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Por tanto:

eSia=-10a=-3 — ran(4) =2
eSia#-1ya#-3 — ran(4d =3
Asi, si a =-1, como |A| =0, no existe AL

Para a=1, |A|=8#0, siexiste A~'. La calculamos en este caso:

1 0 -1
A=(0 1 =3
4 1 1
0, ——— Adj(4) ———> (Adj (D) ——— ﬁ(z‘ld](fl))’
4 12 —4 4 —12 —4 4 -1 1 14—11
1 5 1]|—>|-1 5 -1|—> |-12 5 3| > —|-12 5 3|=4"1
1 3 1 1 3 1 —“4 -1 1 -4 -1 1

Halla los valores del parametro ¢ para los cuales las matrices A y B no
son regulares y calcula:

Al sit=1 b)B! si t=2

1 0 4 10 ¢

A=|0 t 4 B=(11 0

-1 3 t 01
4+\N16+48 _ —4+\64 _ 4138 = 2

) |A|=1?2+4-12=0 — t=—

2 2 2 =0
A no es invertible para ¢ =2 ni para ¢ =-6.

Calculamos A~! para 7= 1:

1 0 4
A=[0 1 4] —= |A|=-7

13 1
o —— Adj () ——— (Adj (D) ——— |114T(A6{i )
-11 4 1 -11 -4 1 11 12 -4 —-11 12 -4
125 3| |12 5 3| -4 5 —4| > L[4 5 —4|=4a
4 41 4 -4 1 1 -3 1 711 31

r=1
- 2 =
DIBl=1-12=0< ,_

B no es invertible para =1 ni para t=-1.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Calculamos B! para t=2:
10 2
B=|1 1 0| — |B|=-3
2 0 1
o,; —— Adj(B) ——— (Adj (B)) ——— ﬁ(Adj 0:))4
11 =2 1 -1 =2 1 0 -2 -1 0 2
03 0l>(030|>[132]> 211 3 2|-p"
2 2 1 2 2 1 20 1 512 0 a1
Pagina 122
13
s31 | Dadas las matrices A4 = (i 21 7”1 ) y B=|A 0| donde A es cualquier nime-
- 02

ro real:
a) Encuentra los valores de A para los que AB es regular.
b) Determina los valores de A paralos que BA es regular.

c)Dados a y b, numeros reales cualesquiera, ;puede ser el siguiente sis-
tema compatible determinado?

X
Aly|= a
- b
1 3
21)A.B=(1 2 k)_ %ol o1+ 3+2k)
1-1-1) |y 5 1-2A 1

|A-Bl=202+3h-2=0 — r=%N9*16_ 32325 _
4 4

€
2
-2

_-3%+5 A
- = <7L

A - Bes regular cuando ) # % y A#E-2.

13 4 -1 A-3
MB-A=[n 0 -(1 2 x)= AL A2
o 2 W11/ "1 >

|B-A]=0 — B-A no esregular.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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C)A’=(1 21 7‘1 Z; H 21‘=—3 — ran (A) = ran (A") = 2 < n.° de incognitas
\—ﬂf—J
A

El sistema es compatible indeterminado, para cualquier valor de a y b. Por
tanto, no puede ser compatible determinado.

En el supuesto de que exista, calcula una matriz X tal que AX = B en los si-
guientes casos:

201 11 11 201
a)A=[13 0| yB=[21 p)A=(2 1|y B=[1 3 0
513 03 03 513
a)|A|=4#20 — Existe 47!, Luego:
AX=B — A4X=41 "B - X=41'B
Calculamos A™%:
oy —— Adj () ——— (4dj (W) —— |A| ——(Adj (D)’
9 3 -14 9 -3 -14 9 1 -3 19 1 -3
-11 2|51 1 22|23 1 1| =3 1 1|=41
3 -1 6 31 6 14 -2 6 44 2 6
Por tanto:
9 1 -3} (11 1 1
X=l—511-21=%—11
14 2 6 0 3 18 2

b) Para poder efectuar el producto A4 - X = B, X deberia ser (si existiera) de di-
mension 2 X 3.

Sea xX=[* 2V %
a b c
Entonces
11 x+a y+b z+c 2 01
AX =12 1 2x+a 2y+b 2z+c|=|1 3 0
0 3 3c 513
5
3a=5 — a=—=
3
xX+ta=2 — x=2—2=l
3 3
wha=1 — 2x=1-2--2 5 x-_1
3 3

No tiene solucion. Luego no existe X tal que AX = B.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Dado el sistema:

x—y+(@+Pz=a
S:qx o+ z=8

x - z=0-3B
a) Demuestra que es compatible determinado para cualquier valor de o y f.

b)Resuélvelo para o= = 1.

Dx-y+@a+Pz=a 1 -1 o+B o

x o+ z=f A'=11 0 1 B

x - z=o0-3f o -l o - 3P

| —
A

1 -1 a+p 1

|[A]l=1{1 0 1 =‘ ‘=—2¢O — ran (A) = ran (4) =3
10 -1 | I1-1

El sistema es compatible determinado para cualquier valor de o y P.

b)Si o =p =1, queda:

1 -1 2 1
A'=11 0 1 | 1], con|4|=-2.
10 -1/ -2
-
A

Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

1 -1
1 0 1
w12 0 11
) -2 2
1 1 2
|1 1 1
1 -2 -1 —
y= =_3=é)
-2 -2 2
1 -1 1
‘1 0 1
o 1 0 -2 _3_3
-2 -2 2
Solucion: x = i, y= i, z=3
2 2 2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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CUESTIONES TEORICAS

En un sistema de igual nimero de ecuaciones que de incognitas, el deter-
minante de la matriz de coeficientes es igual a 0. Responde razonadamente
a las siguientes preguntas:

a) ;Puede ser compatible?
b) ;Puede tener solucion vinica?
c) ¢Se puede aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminado si ran (4) = ran (A") < n.° de incog-
nitas.

b) No, pues al ser ran (A) < n.° incognitas, el sistema no puede ser compatible
determinado.

©) Si, si es compatible, pasando al 2.° miembro las incognitas que sea necesario.

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro
ecuaciones y tres incognitas es igual a 3. ;Qué puedes decir de su solucion?
Razona tu respuesta.

Al ser el sistema homogéneo con 3 incognitas, tenemos que ran (A) = ran (A') =
= n.° de incognitas = 3. El sistema seria compatible determinado. Por tanto, ten-
dria como solucion tGnica la solucion trivial (0, 0, 0).

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con
tres incognitas es igual a 1. ;Qué rango, como maximo, puede tener la
matriz ampliada?

Como maximo, la matriz ampliada podra tener rango 2.

2 —_— .
¢Existe algiin valor de a para el cual la matriz |4 ¢ 2| no tenga inversa?
a
2 _
oll a 2‘ =a’—a’+2=2#0 para cualquier valor de a.
a

Por tanto, no existe ningin valor de a para el que la matriz dada no tenga inversa.

) 3x-2y+z=5
Dadas estas ecuaciones:
2x-3y+z=—4
a) Afiade una ecuaciéon para que el sistema sea incompatible.
b) Afiade una ecuacion para que el sistema sea compatible determinado.
Justifica en cada caso el procedimiento seguido para anadir la ecuacion.

a) Por ejemplo, 3x— 2y + z =1 contradice la 1.* ecuacion; luego si anadimos es-
ta ecuacion, el sistema obtenido serfa incompatible.

b) Por ejemplo, si anadimos la ecuacion y =0, como

3-21
2 3 1|=- B ﬂ =-1#0, el sistema serfa compatible determinado.
01 0

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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s39 |Representa matricialmente los sistemas:

3x+ y=1 5 3x+ y=0
“l11x+4y=0 Tl11x+4y=1

Resuélvelos y averigua si existe alguna relacion entre las soluciones obteni-

das y la inversa de la matriz 131 i) Justifica la relacion obtenida.
SISTEMA S SISTEMA S’
31 _[1 3 1) (x)_[o0
11 4/ \y 0 11 4/ \y 1
Calculamos la inversa de A4 = (131 i) (Al =1#0):
o, —— Adj (D) —— (Adj (D) ——> ﬁ(Adj @)
4 11) 4 —11) 4 —1) . ( 4 —1)=A_1
1 3 -1 3 -11 3 -11 3
SOLUCION DEL SISTEMA S SOLUCION DEL SISTEMA S’
x|_[4 -11[1)_| 4 x| _[ 4 -1|[0)_ (-1
y -11 3/10 -11 y -11 3/\1 3

Las soluciones obtenidas son cada una de las columnas de la matriz inversa.
Observamos que las matrices de los términos independientes de los dos sistemas
son las columnas de la matriz identidad. Por tanto, las incégnitas que hallamos
son los elementos de la matriz inversa.

s40 | Si el rango de la matriz de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas
es dos, y el de la matriz ampliada, tres, ;qué interpretaciones geométricas
podemos dar a ese sistema? Pon un ejemplo de un sistema de esas caracte-
risticas y su interpretacion geométrica.

Si ran (A) = 2 # ran (A') = 3, el sistema es incompatible.
Interpretaciones geométricas posibles:

1) Dos planos paralelos 2) Tres planos que se cortan dos a dos,
y otro que los corta: pero sin ningn punto comun a los tres:

- :

Un ejemplo de cada uno de los dos casos seria:

pXxty+rz=1 ) X+t y+z=1
x+y =2 X+ y =2
X+y+z=3 2x+2y+z=5
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Si dos sistemas de cuatro ecuaciones lineales con cuatro incognitas, AX=B y
AX = B', tienen una misma matriz de coeficientes A, ¢puede ser incompati-
ble uno de los dos sistemas mientras que el otro es compatible determinado?

No. Si uno de ellos es compatible determinado es porque ran (A) = ran (A = 4.
Por tanto, si A es la misma matriz en los dos sistemas, también en el otro sera
ran (A) = 4. Luego los dos serian compatibles determinados.

Determina una matriz A para que el sistema homogéneo AX = 0 sea equi-
valente a la ecuacion matricial:

1 -2
(xy 2|2 1|=00)
1 2

La ecuacion matricial dada la podemos escribir as:

Pagina 123
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x+2y+ z=0 X
Y . Sillamamos A4 = 121 y X=|Y»
—2x+ y+2z=0 -2 1 2 >
entonces: AX =0
. ‘ (1 201
Por tanto, la matriz A que buscamos es A = 51 af
PARA PROFUNDIZAR
Estudia y resuelve cuando sea posible:
x+ y +2t=3 ax +z+ t=1
3x— y+ z— t=1 ay + z— t=1
a) 7 b) Y
5x—3y+2z—4t=a ay + z -2t =2
2x+ y+ z+ =2 az — t=0
) xt+ y  +2=3 11 012 | 3
Bx— y+ o zod=1| 0511 1)1
Sx—3y+2z-4t=a 2.1 111 2
2+ y+ z+ =2 532 41la
|
A
1 1 0
|[A]=0y |3 -1 1|==320 — ran(4) =3
2 1 1

(La 4.% columna depende linealmente de las tres primeras).
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11 0 3 am 1 1 [0] 3
3 -1 1 1| @9 3 -111 1__11§ ?_
21 1 2| 69-ev -1 210 1 | 11 an B
5 -3 2 a “4H-2-29 -1 110l a=-2

FILAS
(1.9 11 3
Q25 +0a" 0 3 4 |=3a+1D=0 = a=-1
G + (1.9 0 0 a+1

eSi a=-1 — ran (4A) = ran (A) = 3 < n.° de incognitas. El sistema es
compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.* ecua-
cion y pasar la ¢ al 2.° miembro:

xX+y =3-2¢]
3Bx—y+z=1+ 1
2x+y+z=2— 1|

3-2t 1 0O 1 3-2t 0
1+¢ -1 1 3 1+t 1
2=t 1 1| _2p—5 _5-2¢ |1 2—-t 1| 414 44
x = = = ;Y= = = ;
-3 ) 3 -3 =3 3
1 1 3-2¢
3 -1 1+¢
. 2 1 2-t] 8-5/_-8+5¢
-3 -3 3
Soluciones: x = 5_327‘, y= 4_547‘, z= _8;57‘, t=A

eSi ax-1 — ran(A) =3 #ran (A") = 4. El sistema es incompatible.

b) ax + z+ t=1 a0 1 1 1
ay + z— t=1 A,_Oal—l 1
ay + z -2t =2 0O a 1 -2 2
e -0 00 a -110
| ———
A
FILAS
321_11 a1l -1 a» a 1 -1
|A| = 0 4 1 —2|=@l® 1 2= ev-an a =
0 a -1 3.9 0 a -1
00 a -1
—al® Y-a a2=a3=0 - a=0
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67



68

44

eSi a=0, queda:

00 1 1 1
,_ |00 1T -1 1 S ox=1 .
A= 00 1 -2 ] 5 = 2} Incompatible
00 0 -1 0 - =0

eSi a0 — ran (A) = ran (A') = n.°de incognitas = 4.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:

1 0 1 1
1 a 1 -1
2 a 1 =2
x = 0 0 a -l _Qa+Da _2a+1,
d3 a.?) 6l2 ’
a 1 1 1
o 1 1 -1
o 2 1 =2
)= 0 0 a -1 _a _ 1
a’ a  a?
a 0 1 1
0 a 1 -1
0 a 2 =2
00 0 -1 _p2
<= =—=—;
a’ a3 a
a 0 1 1
0O a 1 1
0O a 1 2
0O 0 a O _ 3
= = i = _1
a’ a3
Soluciones: x = m, y= l, z= 17 f=—1
a? a? a

Discute los siguientes sistemas:

xX—y+ z=2 x+ y+ z=a-1
a)y 2x+3y— 2z=-8

4x+ y+az=>

b)i2x+ yt+taz=a

x+tay+ z=0b

) x— y+ z=2 1-1 1|2
2x+3y—2z=-8; A'=|2 3 -2 | -8
4x+ y+az=>b 41 a | b

|
A

|A]|=5a=0 — a=0
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eSi a=0, queda:

1101 | 2 1 -1 2
A'=(2 3:-2 -8 ! _1‘=5¢0; 2 3 -8[=5b+20=0 — b=-4
i1 0| b]l123 4 1 b
—_—
A

eSia=0y b=—-4 — ran(A) =ran (A" = 2 < n.° de incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.
eSia=0y b+x-4 — ran(4A) =2=#ran (A = 3.
El sistema es incompatible.
°Si a0 — ran (A) = ran (A) = n.° de incognitas = 3. El sistema es

compatible determinado, cualquiera que sea el valor de b.

b) x+ y+ z=a-1

11 1]a-1
2x+ ytaz=a A'=|2 1 a a
x+ay+ z=b L a 1 b
-
A
a=1
lal=~(a-D@-2=0<_,_,
*Si a=1, queda:
1 1 1 0
A'=12 1 1 1 ]Contradictorias, a no ser que b =0.
11 1 b

—Sia=1y b#0 — Sistema incompatible.

—Si a=1vy b=0, queda:

11110
A'=(2 111 | 1|. Lal®filayla3.2son iguales.
1 1 1 0

‘1 V20 = ran (A) = ran (A4") = 2 < n.° de incognitas.

2 1

El sistema es compatible indeterminado.

eSi a=2, queda:

1 11 1
A'=[2 1 2 | 2| Lal2columnay la 3.2 son iguales.
12 115

‘1 17&0 — ran (A) = 2
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1 1 1
1 2/=-(b-D=0 = b=1
1 2 b

—Sia=2y b#tl — ran(A) =2+ ran (A" = 3.
El sistema es incompatible.

—Sia=2y b=1 — ran (A =ran (A") = 2 < n.° de incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.

—Sia#ly a#2 — ran (4 =ran (A) =3 = n.°de incognitas.

El sistema es compatible determinado para cualquier valor de b.

Discute, segiin los valores de los parametros, los sistemas siguientes:
x—3y+z=a ax+ y—z=b-1
a3 x —-z=b b)4 2x + ay =b+1
x tz=c -X +z=b
a) x-3y+z=a 1 3 1 a
X —z=bp A'=|1 0 -1 | b
x tr=¢ 1 0 1 c
| NS
A

|Al=620 — ran (A = ran (A) = n.° de incognitas.
El sistema es compatible determinado para cualquier valor de a, b y c.

bDax+ y-z=b-1

a 1 -1 b-1
2x + ay =b+1p A'=|2 a 0 | b+1
-X +z=b -1 0 1 b

A
o, B a=-1
|A|—a—a—2—0<a= )
eSi a=-1, queda:
-1 1i-1]b-1
A=[2 -1:0 | b+1
-1 0 1 b
’_1 Lo S ran (A) = 2
2 -1
-1 1 b-1
2 -1 b+1|=-3b=0 — b=0
-1 0 b
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—Sia=-1y b0 — ran(A) =2 #ran (4" = 3.
El sistema es incompatible.
—Sia=-1y b=0 — ran (4 =ran (A") = 2 < n.° de incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

e Si a=2, queda:

2 1i-1 ] b-1
A'=[2 210 b+1
-1 0 1 b
2 17&0 — ran (A) =2
2 2
2 1 b-1
2 2 b+1|=3h-3=0 — b=1
-1 0 b

—Sia=2y b+l = ran(A) =2+ ran (4" = 3.
El sistema es incompatible.

—Sia=2y b=1 — ran (A =ran (A") = 2 < n.° de incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.

—Siaz-1y a#2 — ran(A) =ran (A) = 3 = n.°de incognilas.

El sistema es compatible determinado para cualquier valor de b.

46 |Calcula los valores de a y b para los cuales cada uno de estos sistemas tie-
ne infinitas soluciones. Resuélvelos para esos valores:

ax+ y+ z=1 ax+ y+z=4
a)y xtay+ z=0 b)y x+ y+z=-b

x+ ytaz=1 x—ay+z=>b
Dax+ y+ z=1 a1l 111

xtay+ z=by A'=|1 a 1 | Db

x+ ytaz=1 L1 all

\_ﬁ/—J
A

a=1
|Al=a?—3a+2=(a-D2@+2=-0<_ ,__,
eSi a=1, queda:

1
A=

—_ =
_
—_

| —
A
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—Sia=1y b=1 — ran(A) =ran (4) = 1.
El sistema es compatible indeterminado.
x+y+z=1 - x=1-y-=z
Soluciones: x=1-A—W, y=A z=U
—Sia=1y b#1 — Elsistema es incompatible.

eSi a=-2 queda:

-2 1:1 1
A'=(1 =2:1 | b
1 1 =211
[
A
21
= - ran (A) = 2
‘1_2‘ 3 )
-2 1 1
1 =2 b|=3b+6=0 — b=-=2
1 1 1

—Sia=-2y b==-2 — ran(4) =ran (4" = 2.
El sistema es compatible indeterminado.

2x+ y= 1-=z
X—-2y=-2-z

‘1—2 1‘
3 3
‘—2 1—2‘
y- 1 —2-21_32+3 _3@+D _,, .
3 3 3

Soluciones: x=L, y=1+A z=1»A

—Sia=-2y b#x-2 - ran (A =2#ran (A) = 3.
El sistema es incompatible.
—Sia#ly a#-2 — ran (A # ran (A") = n.°de incognitas = 3.

El sistema es compatible determinado.

bax+ y+z=4 a1 11 4
x+ y+z=-by A'=(1 1 1| -b
x—ay+z=>b l—a 110

\+J
A

-1
|A|=(a+1)(a—1)=0<z= 1
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eSi a=-1, queda:

-11 1] 4
=11 1 1]|-b
4 1115 ::| Contradictorias a no ser que b=-b — b=0

—Si a=-1y b#0 — Elsistema es incompatible.

— Si a=-1y b=0, queda:

-1 1:1 | 4
A'=(1 111 | 0] La2%y3.2fila son iguales.
1 1 1 0

‘_1 Ueo = ran (A = ran (A") = 2 < n.° de incognitas.

1 1

El sistema es compatible indeterminado.
—x+y+z=4} x+y=4-z

x+y+z=0 X+y=-z2

Sumando las dos ecuaciones:

y=2-z
2p=4-2z -
X=—z-y=-z-2+z=-2

Soluciones: x =-2, y=2-A z=A

eSi a=1, queda:

1 1 1 4 . .
=11 1 1 W ::I Contradictorias, a no ser que —b=4 — b=-4
1 -1 1 b

—Sia=1y b#-4 — Elsistema es incompatible.

— Si a=1vy b=-4, queda:

1 1 1 4
A'=11 1:1 4 | La12filayla 2.2 son iguales.
1 -1 1| —4

20 — ran (A = ran (4") = 2 < n.° de incognitas

El sistema es compatible indeterminado.

xX+y+z=4 xX+y= 4-z

x—y+z=—4} X—y=-4-z

Sumando las dos ecuaciones:
X=-z

mommE e {y=4—z—x=4—z+z=4

Soluciones: x=-\, y=4, z=1X
eSia# -1y azl — ran (A =ran (A) = n.°de incognitas

El sistema es compatible determinado para cualquier valor de b.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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AUTOEVALUACION

1. a) Discute, en funcion de a, el siguiente sistema:

x+ay+ z=a+?2
x+ ytaz=-2(a+1)

ax+ y+ z=a
b) Resuelve el sistema anterior para el caso a =-1.

x+ay+ z=a+?2

= 1 a 1 a+?2
a) x+ y+ az = —2(0[+1) A= 1 1 a _2(0l+1)
ax+ y+ z=a a 1 1 a
—
A

a=1
Al=a®-3a+2=0=(a-1DXa+2)=0
|4] 3 (@a-DAa+2=0<_

e Si a=1, queda:

1 1 13
A'=|1 1 1 |-4|. Elsistema es incompatible.
1 1 1|1

1 -2 0
Como _2‘—5 y |1 1 2/|=0,
! 2 1 -2

entonces ran (A) = ran (A") = 2 < n.° de incognitas, el sistema es compatible
indeterminado.

e Sia#1y a-2: ran(A)=ran(A4A) =3

El sistema es compatible determinado.

b)Para a=-1, queda:

A'=[1 1 -1 | 0| ysabemos que |A|=4
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El sistema en este caso es compatible determinado. Lo resolvemos aplicando la
regla de Cramer:

1 -1 1
0 1 -1
PR o S U _2_1
4 4 2’
1 1 1
1 0 -1
e s SR U I
y 4 4 27
1 -1 1
1 1 0
-1 1 -1 0
z= y 7 0
Solucio ! ! 0
olucion: X = — =—-———, Z=0.
273/ 2~

2. Demuestra que no hay valores de m para los que este sistema no tenga solu-
cion. Resuélvelo.

x+ 29+ z=3
x+ 3y+2z=5
x+my+3z=7

X+ 2y+ z=3

1 2 1|3
X+ 3y+2z=5 A'=1 3 2|5
x+my+3z=7 Lm 317
| SN
A

|Al=4-m=0 - m=4

e Si m=4:
1 2:11]3
A'=|1 32| 5| La4.?columna se obtiene sumando la 2.2 y la 3.2,
1 4 3|7

Luego, ran (A) = ran (A"). El sistema es compatible. (En este caso seria compati-
ble indeterminado, pues

Lo resolvemos en este caso. Podemos prescindir de la 3. ecuacion:

! i

1
1

; 20 = ran (A) = ran (A) = 2).

xX+2y+ z=3 xX+2y=3- =z

x+3y=5-2z

1

‘=1
1

xX+3y+2z=5

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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3-z 2 ‘ 3-z ‘
x=#=_1+z; y=15+22=2_z

Soluciones: x=-1+X A, y=2-A, z=A

e Si m#4 ran (A) = ran (4") = 3 = n.° de incognilas. El sistema es compatible
determinacdo.

Lo resolvemos en este caso:

3 2 1 1 3 1
5 3 2 1 5 2
_17 m 3| _4-m _ _11r 7 31 _ 0
X 4—m 4—m L Y 4—m 4-m N
1 2 3
1 3 5
1 m 7 8—2m 24 -m)
z = = = =2
4—m 4—m 4 —m

Solucion: x=1, y=0, z=2

Por tanto, no hay ningtn valor de m para el que el sistema no tenga solucion.

3. Determina para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcula dicha

matriz inversa para a = 2, siendo:

2 1 —-a
M=|2a 1 -1
2 a 1

La matriz tendra inversa si su determinante es distinto de O.

2 1 -a 1 1 —a
|M|=2a 1 -1|=2la 1 -1|=20-a-1+a+a-a) =2-a’+a)
2 a 1 1 a 1
a=0
|M|=O—>—2(a3—a)=0%—Za(a2—1)=0<a=1
a=-1

M tiene inversasi a#0, a#1 y a#-1

Para a = 2:

2 1
My, =3; 12=-6 M3 =6
My, =5 My, = 6 My; =2
My, = 1; My, = =65 Mz = =2
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3 -6 6 3 =5 1 1
(Ml.j) =5 6 =2| - (Ml,].)f= -6 6 -6| » M1 =—E(Mij.)f
1 -6 =2 6

/2 -1/2 1/2

-1/4  5/12 -1/12
M=
-1/2 1/6  1/6

Comprobacion:

2 1 =2 -1/4 5/12 -1/12 1 0 O
M-M1t=14 1 -1|-|1/2 -1/2 172 |=]10 1 0
2 0 0 1

2 1 -1/2 1/6 1/6

4. Halla, en cada caso, la matriz X que verifica la igualdad:

aA)A1'XA=B b)(4+ X)B=1

siendo 4=|2 1 y B= -1
-2 -1 2 1
DA XA=B
Multiplicamos por A por la izquierda y por 4~' por la izquierda:
AAT X AAT = ABATY — IX1=ABA™"' — X=ABA™!

—

1 1
Calculamos 471 |4|=-3+2=-1

-1 2 -1 -1
All = —1; AlZ = 2, AZl = _1) AZZ = 3 - (Al_]) = (_1 3) - (Al])[ = ( 2 3)

1 1 1
T ' 1
A |A| (Az_']') — A (_2 _5)

wo[3 1) v )1 1) s =2} (1 1)_[9 1
B B ey R S B ey H A B
DA+X)B=1 - AB+XB=1 — XB=1-AB

Multiplicamos por B~! por la derecha:

XBBl'=(J-AB)B™! - XI=(U-AB)B™' —» X={-AB)B!
-

1
Calculamos B~ |B|=1+2=3

1 -2 1 1

Byy=1, B,=-2 B, =1 B,,=1 — (Bﬁ) = (1 ) ) - (Bl.j-)‘= (_2 1)

1

| B]

Bl =

a_[ 13 1/3
B - Bl—( )

-2/3 1/3

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Calculamos 7 — AB:
AB = 3 1) (1 -1)_[5 -2 —>]—AB=1 0
-2 -1/ \2 1 -4 1 0 1

-4 2

X =
4 0

, ( /3 1/3

-2/3 1/3 4/3  4/3

_ (—8/3 -2/5)

2 )1 )

5. El rango de la matriz de los coeficientes de un sistema de cuatro ecuaciones
con tres incognitas es 3. ;Qué rango puede tener la matriz ampliada? En base a

ello, ;cuantas soluciones tendra el sistema?
La matriz ampliada es una matriz cuadrada de orden 4.

Su rango puede ser 3 (si |A'| =0) o4 (si |A'| = 0).

e Si ran (A) = ran (A") = 3 = n.° de incognitas — El sistema serd compatible

determinado.

e Si ran (A) =3 #ran (A) =4 — El sistema serd incompatible.

x—2y =
. .. . yt z=
6. Discute y resuelve el siguiente sistema: 3
x -3z =
y-— ==

Segun el teorema de Rouché, el sistema tendra solucién si
coeficientes y el de la matriz ampliada son iguales.

1
a
-1
2

el rango de la matriz de

1 -2 0 1
01 1 a
/=
4 10 -3 | -1
01 -1 2
| S ——
A
Como la matriz ampliada es de orden 4, buscamos los valores que anulan su deter-
minante.
FILAS
s 20 1| ., .
. 0 1 1
4] = @ N
GH-0H 0 2 -3 -2 1 1 2
45 0 1 -1 2

= 06-2a-2+3a-2-4=a-14=0 = a=14
e Sia=14

1 -2 0|1
o1 1 |14
A_10—3—2
01 -1/ 2
—_—
A
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0 1 1
Como |1 0 =3(#0 ran (A) = ran (A") = 3 = n.° de incognitas.
0o 1 -1
El sistema es compatible determinado.
e Sia#14 — ran(4) =3 #ran (4") = 4. El sistema es incompatible.
e Resolucion si a = 14:
Tomamos las ecuaciones 2.2, 3.2 y 4.
y+ z=14 De la 1.2 y 3.2 ecuacion obtenemos 2y =16 — p =8
x —3z=-1 z=14-8=06
y— z= 2 Enla2?® x=-1+3z=-1+18=17

Solucion: x=17, y=8, z=06

Otra forma de resolver el problema

Si resolvemos el sistema formado por las ecuaciones 1.2, 3. y 4.2, obtendriamos la
solucion x =17, y=8, z=0.

Llevando estos valores a la 2.2 ecuacion, y+z=a — 8+ 6=a — a=14. Estees
el valor de a que hace el sistema compatible. Para cualquier otro valor de a, el
sistema no tiene solucion.

7. En un sistema homogéneo de 3 ecuaciones y 2 incégnitas, la matriz de los
coeficientes tiene rango 2. Di, razonadamente, cuantas soluciones tendra el
sistema.

En un sistema homogéneo el rango de la matriz de coeficientes y el de la matriz am-
pliada siempre coincide ya que al anadir una columna de ceros no cambia el rango.

Por tanto, tenemos que ran (A) = ran (A") = 2 = n.° de incognitas.

El sistema serd compatible determinado. Solo tiene una solucién que es la trivial:
x=0, y=0.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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