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1 Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

x+3y=5 y+z—-2x=0
a)y 2x— y=3 b){x+z-2y=0

x+ y=2 x+y—-2z=0
a) x+3y=5

2x— » =3 Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones 2. y 3.%:
x+ y=2
2x—y=3} 3x=5 — x=5/3

x+y=2| y=2-x —— y=1/3

5 1 . -
Comprobamos si (g, 3 verifica la 1.* ecuacion:

5l
3 3
El sistema no tiene solucion. Representa tres rectas que se cortan dos a dos.
b)y+z-2x=0 xX=2y+ z=0
x+z-2y=0 Ordenamos las incognitas y las ecuaciones: x+ y-2z=0
xX+y—-2z=0 -2x+ y+ z=0

Para resolverlo, aplicamos el método de Gauss:

FILAS
1 -2 11]0) an 1 210
1 1 20| @v-a» 0 3 3|0
-2 1 1 0 BGH+2-A3 0 -3 3 0
FILAS
s 1 =210
@5 0 3 3|0
BH+2YH 0O 0 O 0

El sistema es compatible indeterminado.

xX=2y+ z=0 X=2y=-2 xXx=-A+2A=A
%
3y—-3z2=0
Soluciones: (A, A, N).

%
y= z y=Ar
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2 Comprueba que el siguiente sistema es compatible determinado. Halla su so-
lucion e interprétalo geométricamente:
-+ y+ z=1
4y +3z=2
x + 2y =1
x+3y+2z=1
Si el sistema es compatible determinado, debe verificarse que ran (M) = ran (M') = 3,

segin el teorema de Rouché. Como M’ es una matriz cuadrada de orden 4, su de-
terminante debe ser igual a 0.

FILAS

-1 1 1 1 a9 1 1 1 1
A 0 4 3 2 _ @y 0 4 3 2 .
|M | - 1 2 0 1 = G+ (1.9 0 3 1 2 = (0 porque la22 y 4.2 filas
1 3 2 1 A4 + (1.9 0 4 3 2 son iguales.

Podemos eliminar la Gltima ecuacion y resolverlo por la regla de Cramer:

X+ y+ o z=1 -1 1 1
4y + 3z =2 0 4 3|=5
X+ 2y =1 120
11 1 -1 1 1 -1 1 1
4 3 0 2 3 0 4 2
oodll 20 =_iy= 1 1 of_4 __11 2 _ 2
5 5’ 5 5’ 5 5
. 3 4 2
Solucion: —g, g, —g) Representa cuatro planos que se cortan en un punto.

3 Discute este sistema segiin los valores del parametro a y resuélvelo cuando
tenga solucion.

ax+ y =a
(a+Dx+2y+z=a+3
2y +z=2

ax+ y =a
(a+ Dx+2y+z=a+3 ; Segin el teorema de Rouché, el sistema serd compati-
2y +z=2 ble si ran (M) = ran (M").

Estudiamos el rango de M buscando los valores que hacen |M| = 0:

a 1 O
at+l 2 1|l=-a-1=0 — a=-1
0 2 1

Si a=-1, ran (M) =2 porque
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Estudiamos el rango de M' para a = -1:

-1 1 0o -1 -1 1 -1
M=(0 2 1 2| =10 2 2(=0—=ranWM)=2
0 2 1 2 0 2 2

Ast:

e Si a=-1:. ran (M) = ran (M") = 2, el sistema es compatible indeterminado.

e Si a#-1: ran (M) = ran (M") = 3, el sistema es compatible determinado.
— Resolucion si a = —1:

2y+z= 2

—x+y =-1| y=A > x=1+Ar
z=2-2y > z=2-2A

Soluciones: (1 + A, A, 2 = 2M\).

— Resolucion si a #-1. Aplicamos la regla de Cramer:

a 1 0 a a 0
a+3 2 1 a+1l a+3 1
= 2 2 1 -1 y= 0 2 1 -0
—-(a+D —(a+1

a 1 a
atl 2 a+3
0 2 2

z= =2
—(a+D

Solucion: (1, 0, 2)

4 Considera este sistema:
—-x+ y+ z=1
4y +az=2
x+ 2y =1
x+ay+2z=1
a) ¢Es posible encontrar valores de a tales que el sistema sea incompatible?

b) ¢Es posible encontrar valores de a tales que el sistema sea compatible in-
determinado?

Justifica tus respuestas.

a) El sistema serd incompatible si ran (M) # ran (M"). Estudiemos el rango de M"

FILAS
11 1 1 . 101 11
a9
0 4 a 2| _ @ 04&12_;”1’;_
1 2 0 1| 6o+an o 3 1 2| ~ 1 5 a
1 a 2 1| Gy+ay 0 a+1 3 2 4 5

=2a’+6a==2aa-3)=0 - a=0, a=3

Siaz0y a+#3, ran (M) =4 y ran (M) <4 para cualquier valor de a. Por
tanto, el sistema es incompatible.
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b) Estudiemos el rango de M y M’ enloscasos a=0y a=3:

e a=0:
IREIE N
1 > 011 0 4 0|==4#0 - ran (M) =ran M) =3
1 0 2 1 20

og=3
U g
1 2 011 0 4 3(=5%20 = ranM) =ran (M) =23
T3 120

El sistema es compatible determinado.

No existe ningin valor de a tal que el sistema sea compatible indeterminado.

2 5

5 Dadala matriz 4 = ( > , halla los valores de m y n para que se verifique

A% + mA + nl = 0.

et 3 2 2

2 —1/\2 -1 2 11
S (M S5 a2 S et 020 O
2 11 2 -1 0 1 0 0
4 5,(2m 5m| (n 0)_[0 0
2 11 2m —m 0 n 0 0

14+2m+n=0

14 +2m+n 5+5m
2+2m 11-m+n

0 0) R 5+5m=0 - m=-1
0 0 2+2m=0

11-m+n=0 — n=-12
Asi, =-1y n=-12

6 a)Despeja la matriz X en la siguiente ecuacion y halla su valor:

24— AX = BX, siendo 4=(% 1 -1 -1,
3 2 0 2
0-10
b)Dadalamatriz A=|1 0 0], calcula 412+ 471,
0 01

a)24-AX=BX — 24=BX+A4X — 24=B+AHX —
- B+ 24=B+AHTB+HX >
- B+AD124=1-X > X=B+A7'24
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B+a=[L 142 Y3 0
0 2 3 2 \3 4
Hallamos (B + A~
1B+ 4] = 12, Ad;’<B+A>=(g ‘33) 5
; o400 a_(1/3 0
— [Adj (B + A)] (_3 S| o Bt = O
B+ayl=|1/3 0)
SVAVARL (s o (4 2| (45 23
_[4 2 -1/4 1/4)\6 4] \1/2 1/2
24 =
6 4
0-10) (0-10\ (-1 0 0
bAz=|1 0 0|1 0 O|=[0 -1 0O
00 1/ {0 0 1 0 0 1
-1 0 0\ (-1 0 0 1 0
A% =42-42=|10 -1 0|-|0 -1 0]|=(0 1 0]|=1
0 0 1 0 0 1 0 1
A2 = g4 . 44 . 44 =3 =7
Hallamos A~
0-10
[Al=1 = 4dj D =[1 0 0] —
00 1
0 1 0 0 1 0
- UAdiDrF=1-1 0 0] - A7'=|-1 0 O
0 0 1 0 0 1
100 0 1 0 1 1 0
A2 +41=0 1 0]|+|-1 0 Of|=[-1 1 o0
00 1 0 0 1 0 0 2

7 Sea M una matriz de orden tres cuyas filas son F;, F,, F; y de la que sabe-
mos que det (M) =-2. ;Cual sera el valor del determinante de la matriz cuyas

filas son F,—F,, 2F,, F, + F;? Justifica tu respuesta.

M=(F F, F, |M|=-2

F =B e, Boe |5
20, | = —| P =2 | H-F =21 =2-2)=-4
F, +F, F, +F, F,+F, F,

(1) Cambiamos el signo del determinante al permutar F, y F,.
(2) Sacamos como factor comin el 2 en F, y-len F,

(3) El valor del determinante no cambia al restar F, a F,, nial sumar F, a F;.
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8 Prueba, sin desarrollar el determinante, esta igualdad:

9

a? ab ba
ab @ b2|= @ (@ - b2
ab b? a?

a’> ab ba D a ab  ba @ 1 b b
ab @ b2 |l=alb a* b= A2|b a* b?
ab b2 a2 b bz az b bz az
FILAS
a.m 1 b b1
= @29-bad a0 a*-b? 0 = a? (a? - b?)?
(BYH-bAY 0 0 a* — b?

(1) Sacamos a como factor comun de la 1.2 columna.
(2) Sacamos a como factor comun de la 1.2 fila.

(3) El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de
la diagonal principal.

Una cooperativa farmacéutica distribuye un producto en tres tipos de enva-
ses, A, By C, cuyos precios y pesos son los de esta tabla:

’_‘ PESO (g) H PRECIO ()

A 250 1,00
B 500 1,80
C | 1000 3,30

A una farmacia se le ha suministrado un pedido de 5 envases con un peso to-
tal de 2,5 kg por un importe de 8,90 €. ;Cuantos envases de cada tipo ha com-
prado la farmacia?

x =n.° de envases de A4 x+ y+ z=5
Llamemos: ¥y =n.°de envasesde B — § 0,25x+ 0,5+ z=25
z =n.° de envases de C x+ 1,8y +332=89

Resolvemos por la regla de Cramer:

11 1
025 05 1 |=-0025
1 18 33
5 1 1 15 1 1 1 5
25 05 1 025 25 1 025 05 25
c- 189 18 331, 11 89 331 _, 11 18 89
~0,025 ~0,025 ~0,025

Solucion: La farmacia ha comprado 2 envases del producto 4, 2del B y 1del C.
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m—1 1 -1
10 Dada la matriz A = 0 m-2 1
m 0 2

a) Estudia su rango segun los valores de m, y di para cuales de ellos es inver-
tible.

b)Halla, si es posible, la inversa para m = 2, y comprueba el resultado.

a) Calculamos los valores de m tales que |A| = 0:

|Al=2m—-Dm -2 +m+m(m—-2)=3m?>-7Tm+4 —

m=1
2_Tm+4=0
— 3m?*—T7m + <m=4/3

. 4 , N
e Sim#ly m;tg: ran (M) =3 — la matriz A es invertible.

e Sim=1:
0 1 -1
A=[0 -1 1
1.0 2
‘_1 1 20 = ran M) =2
0 2
e Si m—i-
3
1/3 1 -1
A= 0 -2/3:1
4/3 0 2
‘1(/)3 _21/3 20 = ran (M) = 2

-1

1 1
b)Si m=2, |A|#0; lamatriz A={0 0 1| esregular.
2 0 2

Calculamos A~

|[A|=3-22-7-2+4=2

0 2 0 0 -2 1 0 -1 1/2

Adj(A) =|-2 4 2| > UdjDl=|2 4 -1| > 4a1=|1 2 -1/2
1 -1 0 0 2 0 0 1 0

Comprobamos el resultado:
1 1 -1\ [0 -1 1/2 1 0 0

A-A71=10 0 1]-11 2 -1/2|=(0 1 O
2 0 2 0 1 0 0 0 1
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3 2 -1

11 Dada la matriz 4 =|-1 0 1|, determina todas las matrices no nulas

-1 -2 3
X =| » | que verifican la igualdad AX = mX, para algiun valor de m.
z

mx [ 3x+2y— z=mx

3 2 -1\ [x
-1 0 1|y |=lmy| — 4 —x + z=my —
-1 =2 3/\=z mz | =X —2y + 3z =mz
[ G —mx+ 2y- z=0
- X —my + z=0
—x—-2y+@B-mz=0

Estudiamos el sistema segtn los valores de m:
3-m 2 -1
-1 -m 1 |=-m3+6m?>-12m+8 —

-1 -2 3-m

— —m3+6m?-12m+8=0 — m =2 (raiz triple)

Si m=2:
x+2y—-2=0
Xx—-2Y+z=0
—-Xx—-2y+z=0

Todas las ecuaciones son proporcionales. El sistema tiene infinitas soluciones de la
forma (U — 24, A, W.

-2
Para m = 2, hay infinitas matrices X = A con A, u€lR, no simultinea-

u

mente iguales a 0, que verifican la igualdad AX = mX.

-1 -1
Por ejemplo,si A=1y u=1 - A| 1 |=2]|1
1 1
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, obtén todas las matrices B que conmutan con A;

0 1

12 Dada la matriz A = (1 1

es decir, tales que A- B= B- A.

b
Sea B=|4
ea - d)
0 1 a b c d
A B=( - )
1 -1 C d a—-c b-d c d )_(b ﬂ—b)_>
soafa b) o 1) _(b a-b a-c b-d d c-d
c d 1 -1 d c—-d
c=b
d=a->b
d=a-b
- a—c=d}

b-d=c—-d — b=c¢

Hay infinitas soluciones. Las matrices B que cumplen A - B=B- A son de la forma:

B= Z aﬁb con a, belR
Por ejemplo, si a=1y b= 2
(1 2

2 -1
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